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Algebre linéaire

1. Lespace vectoriel R?
L’espace vectoriel R? est certainement le plus connu des espaces vectoriels. Je rappelle ici quelques notions le
concernant.

e On note R? (ou R x R) I’ensemble des couples (x, y) de nombres réels (x € R ety € R). Traditionnellement, on peut
associer a chaque couple (x, y) de R? un vecteur du plan, et ce de maniére unique si I’on a pris la peine de définir une
base (,7) du plan.

e Si T et 7 sont deux vecteurs quelconques non nuls du plan, alors tout vecteur T peut s’écrire de maniére unique
U = XT+yj. On dit que (T,7) est une base du plan et que (X, ) est le couple de coordonnées de U dans la base (1,7).

On dispose de deux opérations sur les éléments de R?, I’une interne, I’addition, qui a lieu entre 2 éléments de R? et
I’autre externe, la multiplication par un scalaire, qui a lieu entre un nombre réel et un élément de R?.

e Addition : si U et V sont deux vecteurs de coordonnées respectives (x, y) et (x',y') dans la base (T,7), alors le vecteur
somme de T et U, noté T + T, a pour coordonnées (x + x’, y +y’) dans la base (T,7). On écrit

X x! X+ X
o= () (5)= ()
y y yt+y

e Multiplication par un scalaire : si A est un nombre réel et U un vecteur de coordonnées (x, y) dans la base (T,7),
alors le vecteur produit du vecteur T par le réel A, noté A - T, a pour coordonnées (Ax, Ay) dans la base (T,7). On écrit

()2

Lorsqu’il n’y a aucune ambiguité, on omet souvent le signe - de cette opération, et on écrit A - U = AU. Les vecteurs U
et AU sont dit colinéaires.

e L’ensemble R?, muni de I’addition + et de la multiplication - par un scalaire est appelé espace vectoriel. On dit qu’il
est de dimension 2.

2. L'espace vectoriel R"
2.1 - L’ensemble R"

Onnote R® (ou R x R x R) I’ensemble des triplets (x,y, z) ou (X1, X2, X3) de nombres réels, et on note R* I’ensemble
des quadruplets (x1, X2, X3, X4) de nombres réels. De maniere plus générale, pour tout entier naturel n non nul, on note
R" I’ensemble des n-uplets (X1, X2, . . . , X,) de nombres réels

2.2 - I’addition dans R"

On définit la somme de deux n-uplets (X1, X2, . . ., Xn) €t (X}, X5, ..., X)) par
X1 X1 X1+ X}
X2 .\ X5 | et X5
Xn X, Xn + X},

On démontre que R" muni de cette addition posséde, au niveau de cette opération, les mémes propriétés que I’ensemble
des vecteurs du plan, en remplacant le vecteur nul 0 du plan par le n-uplet (0, . . ., 0) et en prenant (—X1, —X2, . . . , —Xp)
(noté aussi — (X1, X2, - . . , Xn)) comme opposé de (X1, Xz, - - . , Xn) pour I’addition.

2.3 - Multiplication par un réel

On définit le produit d’un réel A et d’un n-uplet (X1, X2, . .., Xn) par
X1 )\Xl
X2 )\Xz
P I I .
Xn AXn

La encore, s’il n’y a pas ambiguité, on omet souvent le signe - de cette opération.

On démontre que R" muni de la multiplication par un nombre réel posséde, au niveau de cette opération, les mémes
propriétés que I’ensemble des vecteurs du plan muni de la multiplication par un nombre réel.
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2.4 - L'espace vectoriel R"

On vient de voir que R", muni des opérations + et -, possede les mémes propriétés que I’ensemble des vecteurs du
plan (ou de I’espace euclidien a 3 dimensions) muni des propriétés + et - analogues. On prolonge cette analogie par le
langage utilisé :

L’ensemble R", muni de I’addition et de la multiplication par un nombre réel, est appelé espace vectoriel. Ses éléments

sont appelés vecteurs, et on note U = (X1, X2, - - . , Xn) UN élément quelconque de R".
Soit n un entier naturel non nul. Pour tout n-uplet (A1, A2, . . ., An), on appelle combinaison linéaire des vecteurs Uy,
Uy, ..., Uy le vecteur A1T1 + Aolix + ... + Aplin.

3. Base canonique de R"

3.1 - Exemple

Soit T = (X1, X2, X3) un vecteur quelconque de R3. Si on pose

1 0 0 X1 1 0 0
61=<0>, é‘2=<1>, é‘3=<0>, alors <x2>=x1<0>+x2<1>+x3<0>
0 0 1 X3 0 0 1
En conclusion : tout vecteur de R® est combinaison linéaire unique de 83, 8, €. On dit que (81,8,,83) est la base
canonique de R3.

3.2 - Cas général

Soit n un entier naturel non nul. On considére les n vecteurs de R"

1 0 0 0
0 1 : 0
g = : &= g1=]0 gh= | :
0 0 1 0
0 0 0 1
Alors tout vecteur U = (Xg, X2, . . ., Xn) de R" s’&crit de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs &,
éz, ey én .
U=X181 + X8+ -- - + X,18py
On dit que (81,8, ...,8n) est la base canonique de R" et que (X1, X, ..., Xn) st le n-uplet de coordonnées de U

dans la base canonique de R".
4. Applications linéaires

4.1 - Application linéaire de R dans R

On rappelle que si a est un nombre réel, la fonction f définie sur R par f(x) = ax est appelée application linéaire.
Sa représentation graphique est une droite passant par I’origine du repére. Une telle fonction vérifie en particulier les
propriétés suivantes :

¢ Quels que soit les nombres réels x; et x,, on a
f(x1 +x2) = f(x1) + f(x2)

e Quels que soit les nombres réels A et x, on a
f(AX) = A f(X)

Remarque - En fait, les seules applications linéaires de R dans R sont les fonctions ayant une définition
du type f(X) = ax pour un certain réel a.

4.2 - Application linéaire de RP dans R"
Définition
Une application f de RP dans R" est dite linéaire si elle vérifie les propriétés suivantes :
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e Quels que soit les vecteurs U et V de RP, on a
f(U+v)=f(@+ (V)
e Quels que soit le nombre réel A et le vecteur it € RP, ona

f(AD) = Af (D)

Théoréme

Une application f de RP dans R" est linéaire si et seulement si, quels que soit les réels A et y, et
quels que soit les vecteurs U et V de RP, on a

fOAD + pv) = AF (D) + pf (V)

4.3 - Caractérisation

Soit (81,8, ..,8p) la base canonique de RP, et f une application linéaire de RP vers R". Alors I’application f est
entierement déterminée par les images f(81), f(82), ..., f(€p) des vecteurs (81,8, ..,€p).

En d’autres termes, si g est une application linéaire de RP vers R", telle que

g(e) = f(e) pour tout entieri, 1 <i<p alors f=g.

5. Matrice d’une application linéaire

Soit f une application linéaire de RP vers R". On note (81,8,...,8p) la base canonique de RP et (t1,2,,...,7) a
base canonique de R". On appelle matrice de f relativement aux bases canoniques de RP et deR" le tableau dont
les colonnes sont les coordonnées des vecteurs f(81), f(€2), ..., f(€p) dans la base canonique (_él,_éz, .. ,_én) de R".

Cette matrice comporte donc n lignes et p colonnes, on dit que c’est une matrice (n, p).

6. Calcul matriciel élémentaire

6.1 - Addition de 2 matrices

Soit A = (ajj) et B = (bjj) deux matrices (n, p) (c’est & dire n lignes et p colonnes). La matrice A + B = (c;;) est la
matrice (n, p) telle que, pour tout couple d’indices (i, j) vérifiant1 <i < netl < j < p, onait

Cij = ajj + byj.

123+789_81012
4 5 6 10 11 12) \14 16 18

6.2 - Produit d’une matrice par un réel

Par exemple,

Soit A = (ajj) une matrices (n, p) et A un réel quelconque. La matrice A - A = (c;;) est la matrice (n, p) telle que, pour
tout couple d’indices (i, j) vérifiant 1 <i<netl < j < p,onait

Cij =)\aij.

2 4 6
8 10 12

Par exemple,

[\
N
QYN
LN
o w
N————
I
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6.3 - Produit de 2 matrices

Soit A = (a;j) une matrices (n, p) et B = (bj;) une matrices (p, ). La matrice A x B = (c;;) est la matrice (n, q) telle
que, pour tout couple d’indices (i, j) vérifiant1 <i<netl < j <, onait

P
Cij = Z (aik - bij) = ainbaj +aighyj + - - - +aiphy;.

p lignes g colonnes

C=AxB

n lignes p colonnes n lignes g colonnes

Ainsi, par exemple, on a

1 2 7 8 I1x7+2x9 1x8+2x10 25 28
(3 4) X (9 1O>=<3x7+4x9 3><8+4><10> =<57 64)
5 6 5x7+6x9 5x8+6x10 89 100

Remarque - Pour le calcul du coefficient a;, on utilise donc la jeme ligne de la premiere matrice, et la
jM€ colonne de la deuxiéme matrice.

6.4 - Propriétés
On retrouve des propriétés analogues a certaines bien connues dans R : si A est un réel quelconque et A, B et C trois
matrices telles que les opérations ci-dessous aient un sens, on a
e Ax(BxC)=(AxB)xC
e Ax(B+C)=(AxB)+(AxC)
e AX (AB)=(AA) xB=A-(AxB)
ATTENTION, la multiplication des matrices n’est pas commutative : on a

AxB#BxA en général

7. Rappels et compléments sur les équations linéaires
7.1 - Vocabulaire

¢ Une équation, c’est une égalité mathématique comportant des inconnues (ou variables). Suivant les valeurs que I’on
donne & ces inconnues, I’égalité peut étre vraie, fausse ou absurde (i.e. sans aucun sens)*. Par exemple, les égalités

suivantes 1

y 1= 0, 6 =0.
sont respectivement vraie, fausse, et absurde.

¢ Résoudre une équation dans un ensemble E, ¢’est déterminer I’ensemble S des éléments de E tels que I’équation
soit vraie. L’ensemble S est appelé ensemble des solutions de I’équation.

¢ Deux équations sont dites équivalentes lorsqu’elles ont le méme ensemble de solutions.

* en fait, le mathématicien allemand Kurt Gédel (né en 1906) a provoqué une véritable révolution dans le monde des logiciens

lorsqu’il a montré, en 1931, qu'une telle égalité peut aussi étre indécidable. C’est 'histoire de ’axiome du choix, bien connu des
étudiants en mathématique.. ..
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7.2 - Equation linéaire a 1 inconnue
On considére I’équation
(E) ax+b=0, ol (a,b) € R%.

Sia 70, il est bien connu que cette équation admet une solution unique xo définie par xo = a~*b, ot a~* désigne le
nombre réel tel que a x a=! = 1.

Si a =0, alors soit I’quation (E) n’admet aucune solution, soit elle en admet une infinité (en fait R tout entier).
7.3 - Systéme de 2 équations linéaires a 2 inconnues

On considere le systéme

ax+ by=c N
{a’x . b’)); o ol (a,b,c)eR et (a,b,c)eR
Une solution de ce systéme est un couple (x,y) € R? tel que les deux égalités soient vraies simultanément.

Géomeétriquement, si (a,b) # (0,0) et (a’,b") # (0,0), on peut interpréter ce systtme comme caractérisant une
intersection de droites dans le plan.

.la  b|der \ . . PN
e Si 2 bl ab’ — a'b # 0, alors le systéme admet une solution unique. Géométriquement, on est dans le cas de

deux droites sécantes.
 Sinon le systéme posséde soit aucune solution, soit une infinité (cas de deux droites paralléles).

Remarque - La plupart de vos calculatrices sont capables de résoudre de tels systémes lorsqu’ils ont
une solution unique. Elles utilisent pour cela le calcul matriciel. Par exemple, considerons le systéeme

{x—yzl
Xx+y=1

qui admet pour solution unique dans R? le couple (x,y) = (1, 0). En notation matricielle, ce systéeme s’écrit
1 1 y) \1
. . 1 -1 X 1
soit AX = B sil'on pose A = , X = etB= .
1 1 y 1

Si det A # 0, le systeme admet alors une solution unique X = A~~B.

7.4 - Systeme de 3 équations linéaires a 3 inconnues

On considere le systéme

ax+ by+cz=d ol (a,b,c,d)eR, (@,b,c,d)eR et (a’,b",c",d")eR

ax+ by+ cz=d
{allx + blly + CIIZ = dII

Une solution de ce systéme est un triplet (x,y,z) € R® tel que les trois égalités soient vraies simultanément.

Géométriquement, on peut interpréter ce systéme comme caractérisant une intersection de plans dans un espace a trois
dimensions.

Un tel systéme possede : soit une solution unique, soit aucune solution, soit une infinité de solutions.
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8. Systeme de m équations linéaires a n inconnues

On appelle systéeme de m équations linéaires a n inconnues X1, Xz, . . ., Xn Un systeme de la forme

a;Xy t+ amXe + -+ agmXn = bg
aynXy t+ apXe + -+ a;mXn = by
amX1 + amXe +* -+ + AmXn = bp

ou les ajj sont les coefficients et les bj des constantes. On dit parfois, pour abréger, que c’est un systéme (m, n) (veiller
a bien respecter I’ordre des indices : ligne—colonne). Matriciellement, un tel systéme se note AX = B ou

a1 ap - an X1 by
ay ap -+ an X2 b,
A= . . . . ) X=1 .1, B=
dm am2 - @m Xn bm
e Une solution d’un tel systéme est un n-uplet (xg, X2, .. ., Xn) € R".

e Deux systémes sont dits équivalents si et seulement si ils admettent le m&me ensemble de solutions.

Propriété : Résolution d’un systéme linéaire carré
Un systéme linéaire (n, n) admet :
— soit aucune solution,
— soit une solution unique,
— soit une infinité de solutions.
dém : admis.
Remarque - Dans le cas d’un systeme carré (n, n) quelconque, et comme dans le cas n = 2, on retrouve

le résultat suivant : si detA # 0, le systéme étudié admet une solution unique X définie par X = A~1B. Les
calculatrices courantes sont alors capables (en principe) de résoudre le systéme considéré.

Propriété : Opérations sur les lignes
On transforme un systéme en un systéme équivalent si :
— on échange deux lignes (notation L; <> L;),
— on multiplie une ligne par un réel A non nul (notation L; + AL;),
— on remplace une ligne L; par la somme de L; et d’une autre ligne (notation L; < L; +L;)
dém : admis.

Propriété : Opérations sur les colonnes

On transforme un systéme en un systeme équivalent si I’on effectue les opérations de la propriété précédente
sur les colonnes plutdt que sur les lignes. Les notations deviennent alors respectivement :

Ci<—>Cj, Ci(—)\Ci, Ci<—Ci+C]‘.
dém : admis.

Exercices d’algebre linéaire

Exercice 1: Application de R® vers R? ‘

On considére I’application de R® vers R?, définie pour tout triplet (x, y, z) € R® par

f(x,y,2) = (x,y)

(f est la projection de I’espace a 3 dimensions sur le premier plan de coordonnées.)
Montrer que I’application f est linéaire.
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Exercice 2 : Matrice d’une application de R® vers R?

On considére I’application de R® vers R?, définie pour tout triplet (x, y,z) € R® par

f(x,y,2) = (x,y)

(f est la projection de I’espace a 3 dimensions sur le premier plan de coordonnées.)
Déterminer la matrice de f relativement aux bases canoniques de R® et R?.

Exercice 3: Application de R® vers R? — Recherche du noyau

On note (81,8,83) et (¢1,7,) les bases canonigues respectives de R® et R2. On note f I’application de R3 vers R?
définie par
f(x,y,2) = (2y,22)
1. Démontrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer la matrice associée a f relativement aux bases canoniques de R3 et de R?.
3. Déterminer I’ensemble des vecteurs de R® dont I’image par f est le vecteur nul de R?.

Exercice 4 : Calcul simple dans R ‘

o) (@) B

U+ 2V —4W et U+ 4v — 15

On pose

Calculer

Exercice 5: Combinaison linéaire de matrices |

(7). (b R) (5 3)

Déterminer la matrice M = 2A — 3B +C.

On pose

| Exercice 6 : Produit de matrices |

Calculer les produits de matrices suivants.
2 (62) () 1 (32)Ga) 0 ()6
vaoGs) A (9GD)  2(DE)

| Exercice 7 : Produit de matrices — Matrice Identité |

1 2 4 3 0 -1 1 -11 1 00
A=<2 -5 2) B=<—2 1 7) C=<3 0 6) I=<0 1 0)
-3 1 1 1 0 1 0 2 1 0 0 1

Calculer les produits de matrices suivants.

On pose

1
a)A><<3> b) (1 3 4)xA c)BxC d)CxB e)Axl )l xA
4
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Exercice 8 : De l'utilité du calcul matriciel |

On donne les matrices
4 0 2 1 0 2 1 00
A:<042) 32(01 2) .:(010)
0 0 2 0 0 -1 0 0 1

1. Déterminer les deux nombres réels a et b tels que
A=al+hJ

2. Calculer J?.
3. Onsuppose que A = 31 +J.
A I’aide des propriétés connues sur le calcul matriciel, montrer que
A% =101 +6J,

et ce sans calculer sur les coefficients des matrices A, | et J.

Exercice 9 : Puissances de matrices |

Soient les matrices
0o 1 -1 1 00
M=<—3 4 —3) et I=<0 1 O)
-1 1 0 0 0 1
1. Calculer M2 et M3,

2. Déterminer les nombres réels a et b tels que

M? = aM +bl.
3. Exprimer alors M2 en fonction de M et de I, puis écrire M® sous forme de matrice & 3 lignes et 3 colonnes.
Comparer avec le résultat obtenu a la premiére question.
4. a) Déduire de I’égalité trouvée a la deuxiéme question que 1’on peut écrire

I:%MX(SI—M).

b) En déduire une matrice P telle que M x P = 1.
) Ecrire P sous forme de matrice & 3 lignes et 3 colonnes.

d) Calculer P x M.
a 1 1 b 1 1
A= (1 a 1) et B= <1 b 1)
1 1 a 110D

Existe-t-il des couples (a, b) de nombres réels tels que AB = 1, ou | désigne la matrice unité ?

|Exercice 10: Du calcul... |
On considére les matrices

Exercice 11 : Application linéaire de R® vers R® ‘

L’espace vectoriel R® est muni de sa base canonique B = (1,7, E).
On considére I’application linéaire f de R® vers R® définie par
f=21+3  f(=—T+3F+k, fK=7—k
1. Déterminer la matrice M de f relativement a la base canonique de R3.
2. SoitU =Xr+yj+ zK un vecteur quelconque de R® et T = f(T) son image par f.
a) Exprimer le vecteur T en fonction des vecteurs f (), f(7) et f(K).
b) En déduire les coordonnées X, y’ et Z du vecteur T’ dans la base B, en fonction de x, y et z.
3. Onnote U et U’ les matrices colonnes formées des coordonnées de U et T’ respectivement.
a) Calculer le produit matriciel M x U

b) En déduire une écriture matricielle du systéme d’équations linéaires donnant les coordonnées de T en
fonction des coordonnées de T.
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Exercice 12: Application linéaire de R® vers R® ‘

L’espace vectoriel R® est muni de la base canonique (81, 8, €3).
1. On considere la matrice
1 1 2
M = ( 0 1 1 )
-1 0 -2
Calculer M2,

2. Soit f, I’application linéaire de R® dans R® de matrice M? dans la base (8,8, 8s).
a) Déterminer les vecteurs f(8;), f(g;) et f(&3).

b) Soit V(3,0, 1) et W(x, y, z) deux vecteurs de R®. Déterminer les trois nombres réels x, y et z tels que I’on ait
f(V) = W. (On rappelle que cela implique M? x V =W, si V et W sont respectivement les matrices colonnes
des coordonnées des vecteurs V et ).

| Exercice 13 : Produit de matrices |

On considére les matrices suivantes :

1 -1 2 -9 9 -18 0 00
M:<2 a l), A:<1 -1 2 ) et O:<O 0 0)
3 —a 8 5 -5 10 0 0O

oU a est un nombre réel quelconque.
1. Calculer le produit M x A. En déduire le nombre réel a pour lequel onaM x A = O.
2. Calculer le produit A x M pour la valeur de a obtenue.

Exercice 14 : Systeme triangulaire, systéme échelonné ‘

Résoudre dans R* les systémes suivants (en prenant t comme paramétre pour le second systéme) :

X+ y—3z 4 =2 2X+y—3z+t=2

y— z+2=1 et { y— z+t=2

z— t=5
+1{=
t=3 z+t=5

Le premier systéme est dit triangulaire, alors que le second est dit échelonné.

Exercice 15: Analyse numérique : systémes mal conditionnés ‘

Un systéme de deux équations linéaires a deux inconnues est dit mal conditionné lorsque son déterminant est trés
petit en valeur absolue. Cette notion, relativement récente, est apparue avec le développement du calcul automatique
sur ordinateurs. En voici une illustration sur un exemple :

Vérifier que les deux systémes suivants sont mal conditionnés.

3x—7,0001y =1 3x — 7,0001y = 0,9998
Ix—7y=1 Ix—7y=1

Pour chacun d’eux, déterminer le couple unique de solutions. Observations ?

Exercice 16 : Systeme d’équations linéaires et calcul matriciel ‘

On considére les matrices

-1 -3 0 1 00 X a
M=<1 -1 0), I=<O 10), X=<y>, Y=<b>,
1 3 2 0 0 1 z c

ol a, b, ¢, x, y et z sont des nombres réels.
On considere le systéme d’équations

- X — 3y = a
) { X =y = b
X + 3y + 2z = ¢
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1. Montrer que résoudre le systéme ($) a trois inconnues réelles x, y et z revient a résoudre I’équation
(E) MX =Y

ou I’inconnue est la matrice X.
2. a) Calculer M? et M3,
b) Exprimer M2 en fonction de I.
3. a) Montrer que I’équation Y = MX est équivalente a I’équation X = gMZY.
b) En déduire la solution de ().

c) Donner les solutions de ($) lorsque

a=3, b=-5, et c=-4.

‘ Exercice 17 : Interprétation du produit de deux matrices

Sur un chantier de batiment, trios entreprises cohabitent : Puigues, Tumez et Sogea. Elles ont besoin, par jour, pour le
bon déroulement de leur chantier, de :

Ciment Sable Gravillons
en tonnes enm® enm?
Pouigues 10 5 5
Tumez 8 3 2
Sogea 7 3 2

Ces renseignements sont présentés sous forme d’une matrice 3 x 3, appelée matrice des achats, notée M. Ici, on a

10 5 5
M=<8 3 2)
7 3 2

Ces matériaux sont vendus par trois fournisseurs aux prix unitaires indiqués dans le tableau suivant.

Fournisseur 1 Fournisseur 2 Fournisseur 3
Ciment 400 F 350F 420 F
Sable 100 F 110F 90 F
Gravillon 110F 105F 100 F

Ces renseignements seront présentés sous forme d’une matrice 3 x 3, appelée matrice des prix, notée N.
Effectuer le produit M x N. Que représentent les prix obtenus dans chacune des colonnes de la matrice M x N ?

Exercice 18 : Probléme de production

Une entreprise fabrique des appareils de trois types différents: L, C et V.

Pour un appareil de type L, on a besoin de 10 kg d’acier, 2 kg de peinture et 10 heures de travail.
Pour un appareil de type C, il faut 4 kg d’acier, 1 kg de peinture et 6 heures de travail.

Pour un appareil de type C, il faut 10 kg d’acier, 1 kg de peinture et 12 heures de travail.

On appelle respectivement x, y et z les quantités d’appareil de type L, C et V fabriqués, et a, p, t les quantités d’acier
(en kg), de peinture (en kg) et de travail (en heures) nécessaires pour leur fabrication.

1. On considére les matrices

10 4 10 X a
M:<2 1 l>, Xz(y), Y=<p>
10 6 12 z t

Montrer que Y = MX.
10
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2. On donne la matrice :

1 3 6 -3
M’ = 7 (—7 10 5 ) ,
1 -10 1
a) Calculer le produit M’'M.
b) En déduire la matrice X en fonction des matrices M’ et Y.

3. En déduire les quantités d’appareils de chaque type L, C et V fabriqués en un mois, sachant que 4 200 kg d’acier,
800 kg de peinture et 5000 heures de travail ont été nécessaires.

‘ Exercice 19 : Programme de production

Une entreprise assure la production de 3 types d’objets A;, A, et Az en quantiés (hebdomadaires) respectives X, X, et
X3.

Un programme de production hebdomadaire s’exprime par un vecteur X = (X1,%2,%3) € R®.

Par exemple, le programme de production (10, 20, 30) correspond a la production de 10 objets Ay, 20 objets A, et 30
objets As.

Pour réaliser un programme de production (X1, X2, X3), on utilise y; kilogrammes de matiére premiére, y, heures de
travail et y; kilowatts-heures d’ébergie, ce que I’on représente par le vecteur Y = (Y1,Y2,Y3) € R3.

On sait que I’application h, de R® vers R®, qui & X associe Y est linéaire.
Sa matrice associée, dans la base canonique de R® est :

2 4 1 V1 2 4 1 X1
H= (1 2 2> ainsi <y2> = (1 2 2) <x2>
111 Y3 1 11 X3

1. Calucler le vecteur Y associé au vecteur X = (20, 10, 30).
2. Déterminer le vecteur X qui a pour vecteur associé le vecteur Y = (230,130, 100).

Pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss *) est une méthode pour résoudre les systémes linéaires d’équations.

Plut6t que de me lancer dans de grandes explications sur cette méthode, je préfére vous donner un exemple que vous
allez traiter manuellement. 11 faut savoir que cette méthode est, en général, complétement inadaptée a un tel travail
« manuel ». Elle ne commence a prendre tout sons sens que lorsqu’elle est implémentée sur une machine, ce qui
permet alors de résoudre de facon automatique les systémes d’équation linéaires dans R" (ou C").

‘ Exercice 20 : La méthode du pivot de Gauss

Le but de I’exercice est d’appliquer la méthode du pivot de Gauss a la résolution dans R* du systéme
X— y+2z+ t=1
2X—4y+ 7+ t=6
(So) X— y+ z— t=2
X+ y+ z+2t=1
1. a) Effectuer les opérations L, < L, — 2Ly, L3 < L3 — L et Ly + L4 — 3L; pour obtenir le systéme (Sy).
b) Effectuer la transformation L, < L4 + 2L, pour obtenir le systéme (S;).
c) Effectuer la transformation L4 < Ly — 11L3 pour obtenir le systéme triangulaire (Ss).
d) Résoudre dans R* le systéme (Sp).

Remarque — Dans la ligne L1 de (), le coefficient de x s’appelle le premier pivot. Dans la ligne L de
(S1), le coefficient de y s’appelle le deuxiéme pivot. Dans la ligne L3 de (S), le coefficient de zs’appelle le
troisieme pivot.

() Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) est un trés grand mathématicien et physicien allemand. Il publia notamment en 1801, a I'dge de
24 ans, le magistral Disquisitiones arithmeticae qui constitue 1’acte de naissance de la théorie moderne des nombres. On lui doit
également quatre démonstrations distinctes du théoréme fondamental de 1'algébre (« tout polynéme a coefficients complexes
admet au moins une racine dans C »), ainsi que de nombreux travaux sur les géométries non euclidiennes ou la structure de R.

11



Algébre linéaire

Lycée Louis Armand, Poitiers

2. Résoudre, en suivant le principe de la méthode de Gauss, les systémes

2X1 +5X + X3 — X4=7

X1+ 2% — Xz + X4=8 X1+ 2% —3x3+ X4 =1
(5) ! 2 3 4_ et (51) X1+2X0 — X3+ 2X4 =2
X+ Xp — 2X3 +2%X4 =2 _
2%+ Xp + X3 +3x4=1 X1+ 2Xp = 2X3+ 2% =5
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