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1.1. Activités

1.1.1 Egalités remarquables

1. Pour chacune des expressions suivantes, complete et indique le développement juste.

3(x+2)=...... X oo, + o X i, =...... +o.

52 —1)=...... X o +.... X oo =...... +..... =...... — e
(x+1)(y+5)=...... X oo +...e X . S X o +. X
(z+1)(y+5) =...... +o +.o +.o

Br+1)(z—=T)=...... X oo +.... X o +..... X oo +..... X i
Br+1)(z—T)=...... SR o o
Br+1)(z—=T)=...... — —
2.
De combien de pieces est formé le grand carré? ..................
a ,  bxprime de 2 facons différentes 'aire de ce grand carré :
o o 1PCfagom . ...
2% agom . ...
Donc (a+b)?*=...... +..... +.....
< Pour étre stire du résultat, Emilie développe 1’expression (a + b)?
(a+b)*> = (a+b) x (a+b)
L 4 (a+b)P = X .o X X R X
" b . (@+b2=...... TR TR (1)

(a—b2=...... X
(a—b2=...... X +o X +o X +aene, X i
(a—Db)*=...... X _... X i _.. X +o X
(a+b?*=...... — +o (2)
4. Développe (a + b)(a — b)
(a+b) x(a—b)=...... X oo +.... X o +...... X i +...... X o
(a+b)x(a—0b)=...... X o — X oo +... X oo — X o
(a+b)x(a—b)=...... — (3)

Ces 3 égalités sont appelées EGALITES REMARQUABLES

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 4
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1.1.2 Vers la factorisation

1. (a) Complete 'encadré ci-dessous.

Si a, b, k sont 3 expressions quelconques alors

(b) Transforme les sommes suivantes en produit et cite les facteurs du produit.

Somme k a b Produit Facteurs
8z + 4x 8r+dr=...xX(..+...)=
-3z — yx —Br—yr=...x(..—...)
P2 = X X 2 +2x=...x(..+...)
2(x +2) —z(x + 2) 2@ +2)—z(z+2)=(..+..)x (.. ... )
(x4+3)(x—1)+7(z+3) (+3)(z—1)+T7(x+3)=(.. ... YX (cen )
2. (a) Rappelle les 3 égalités remarquables.
XX =(a+b)? (1) — XX 4. =(a—D)? (2) —...=(a+b)(a—10) (3)
(b) Compléte les sommes et transforme les en produits puis cite les facteurs du produit
Somme Type a b Produit Facteurs
224 2%x .. x ...+ 32 22X X+ =

9—z?=(..)%—2?

P —2xax...+49=0"-2xxx...+(...)* 2P —2xaX...+49=.............
2 +2XT X4+ ... 22X T XA+ =

(4z)> =2 x ... x ...+ 5 (4z)?> —2x ... x ... +5 =.........

4a? —36=(...)2 —(...)? 422 —36 = ..o

2522 +80x +64=(...)2+2x ... x ...+ (...)? 2522 + 80z +64=..................
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1.1.3 Equation-Produit

1. On sait que si 'on multiplie n’importe quel nombre x par 0 alors on obtient 0.
Oxx=0

Que peut-on alors dire des expressions A et B dans le produit A x B =07

2. Comment peut-on alors résoudre I'équation (x 4+ 3) x (2o —5) =07

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 6
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1.2. Cours

1.2.1 Rappels

Développer une expression, c’est transformer les produits en sommes.
Simple distributivité Soit a, b, k trois nombres quelconques. alors

kx(a+b)=kxa+kxb

Double distributivité Soit a, b, ¢, d 4 nombres quelconques. Alors

(a+b)x(c+d)=axc+axd+bxc+bxd

1.2.2 Egalités remarquables

@rré d’une somme de deux termes

2 _ 2 2

(a+b)° = a + 2xaxb + b
carré du  double produit  carré du
1" terme 2°terme

Carré d’une différence de deux termes

2 _ 2 _ 2

(a+b) = a 2xaxb + b
carré du  double produit  carré du
1"terme 2°terme

Produit de la somme de deux termes par leur différence

) — 2 _ 2

(a+0b)(a—0b) a b
carré du carré du
1 terme 2°terme

\

Ces égalités sont vraies quelles que soient les valeurs de a et de b.

Exemples
(r+1P=2?+2xaex1+12=022+20+1

(20 —3)?=(22)? =2 x2x x 3+ 32 =42 — 120+ 9
(z+2)(x—2)=2?—22=22—4

Application : Calcul mental

992 = (100 — 1)2 = 100* — 2 x 100 x 1 + 12 = 10000 — 200 + 1 = 9801
512 = (50 4+ 1)2 =50% +2 x 50 x 1+ 1 = 2500 + 100 + 1 = 2601

37 x 43 = (40 — 3) x (40 + 3) = 40? — 32 = 1600 — 9 = 1591

1.2.3 La factorisation

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 7
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Factoriser, c’est transformer une somme (ou une différence) en produit.
Exemple : 7(x + 5) est une expression factorisée alors que = + 4 ou 5x(2x + 8) + 4 ne sont pas des
expressions factorisées.

1.2.4 Techniques de factorisation

Avec un facteur commun

Soit a, b, k 3 expressions quelconques. Alors

kxa+kxb=kx(a+Db)
kxa—kxb=kx(a—>b)

Exemples : Factoriser

A=(x+2)2x - 1)+ (z+2)x

Nz —1)—(dz —2)(z —1)
r—1)(4e + 3 — (4o — 2))
)
)

x—1)(4x 43 — 4z + 2)

Avec une égalité remarquable

(Soit a, b deux expresions quelconques. Alors )

a®>+2xaxb+b*=(a+b)?
a>—2xaxb+b*=(a—b)?
a’> —b* = (a+b) x (a —b)

- J
Exemples : Factoriser

A= 2?4+ 162 + 64 B =42 — 4z +1 C=2>-25
A= 4+2xrx8+8 B=20)-2x2rx1+1* C=2"-5
A= (z+8)? B = (2z —1) C=(z+5)(xz—05)

1.2.5 Equation-Produit

e Dans un produit, si I'un au moins des facteurs est nul alors le produit est nul.
Sia=0oub=0alorsaxb=0
e Si un produit est nul alors I'un au moins de ses facteurs est nul.
Siaxb=0alorsa=0o0ub=0

Exemple : Résoudre 1'équation (32 4+ 7)(—8z —4) =0

C’est une équation-produit alors 3x —7 =0 ou —8r—4=0
3r =17 ou —8r =14
7 4 1
r= - ou r=—8=—=
3 — 2
: , . 7 1
Les solutions de I'équation (3z — 7)(—8z —4) = 0 sont 3 et —3

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ ]
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1.3. Exercices

Exercice 1 — remarquables/exol

Développe les expressions suivantes a l'aide de la 1*¢ égalité remarquable.

A=(x+2? B=(@+5? C=(T+2)?
D=(2r+3)? E=Br+1)? F=(4z+2)?

Exercice 2 — remarquables/exo2

Développe les expressions suivantes a l'aide de la 2¢ égalité remarquable.

G=@-1? H=@-2?% I=(-2)?
J=02r—-1)? K=(5-32) L= (2z-5)?

Exercice 3 - remarquables/exo3

Développe les expressions suivantes a ’aide de la 3° égalité remarquable.
M= (z-1)(z+1) N=(z—-2)(z+2)
O=(x+3)(r—3) P = (2x —3)(2x +3)
Q=(2-32)2+3z) R=(1—-4x)(1+4x)

Exercice 4 — remarquables/exo4

Développe les expressions suivantes :

S=(z+4)(x—4) T = (3+z)
U= (r—3)> V = (2z + 5)?
W= (3—4z)(3+4r) X = (4—32)
Y = (22 —7) 7 = (5 + 5x)°
Ay = (x+5)(x—5) By = (3z +4)?
C) = (6x —2)? Dy = (32 —2)(3z + 2)
E, = (2 + 62)? Fy = (2z —5)?

Exercice 5 — remarquables/exo5

Développe les expressions suivantes :

A=(x+2)*+(x-3)? B=Q2r+1)°+(x+1)(z+2) C=02—-2)+@—-1)(z+1)
D=(3z—-2)0%+Bz+2)? E=2x+3)(2r—3)+ 3z —2)(3z +2)

Exercice 6 — remarquables/exo6

En faisant attention au signe —, développe les expressions suivantes :

F=@+1?—(z—-2) G=(r-3)72—(r+2)(x—2) H = (3v+2)* — (22 + 3)?
I=02-52)—Gr+2)? J=(@+3)(z—-3)—2z+1)(2z 1)

Exercice 7 — remarquables/exo7

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 9
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Développe les expressions suivantes :

K= (2r+1)*— (v +2)? L= (3z+2)(3r —2) + (2z — 3)?
M = 2z —1)(2z +2) + (3z — 5)? N =2z —1)(2z + 1) + (5x + 3)?
O=@B+2)3-2)—(B-22)(3+22) P=(2z-7)7°+ 3z —6)
Q=T—2)8+z)—8—2)(T+x) R=(2z+3)*+ (22 +4)

S =(3—21)* — (3—21)(3 + 27)

Exercice 8 — remarquables/exo8

Factorise les expressions suivantes a 1’aide du tableau ci-dessous.

Expression Factorisation
k x a/f/kxb/—\ m

(2:1:|+3) (22 — 1) +(2:1:|+3) (32 + 2) (2xT+3)>< {(\QAx—l)+@x+2)J

facteur commun

A=(z+1)(z+2)+ (z+1)(2x —3) B=Bzx—-1)(z+2)+Bx—1)(3z+1)
C=(1-20)22+3)+(1—20)3x+2) D= (22 +3)(2z —3) — (4 — 52)(52 — 4)
E=Gr+1)(@+3)—Be+1)2c—1) F=(2c+3)20—1)— (3z+4)(2x — 1)

Exercice 9 — remarquables/exo09

Transforme ’écriture des expressions suivantes pour faire apparaitre un facteur commun et ensuite,
factorise ’expression obtenue.

(z+3)? — (z+2)(z + 3) L=2x+1)>2+(2z+1)(3z—1)
(52 —1)(2243) — (bx —1)> N = (22 +3)? + (32 — 2)(2z + 3)
(2—47)*> — (2+42)(2—4r) P= (v —3)(2v+3) — (z — 3)
( )

K=
M =
0=
Q= 2x+1)2r—1) + 2z —1)*

Exercice 10 — remarquables/exo10

Factorise les expressions suivantes a l'aide de la 3° égalité remarquable.

G=02rv+1)?%—(z+2)° H=(z+2)>—(3z+2)*
I=0Bz—-1)?-2z+3)? J=(1-5z)*—(2—3x)°

Exercice 11 — remarquables/exol1

Démontre la propriété suivante :

Si , au produit de 3 nombres consécutifs, on ajoute le nombre « du
milieu » alors on obtient le cube du nombre « du milieu ».

Exercice 12 — remarquables/ex012

Deux nombres 7 et s sont tels que 72 + 52 = 208 et 7 X 5 = 58.
Calculer r + s.

Exercice 13 — remarquables/exo13

Soit expression A = (22 +5)(x — 3) + (z — 5)? — 2(2z — 1)(z + 1)

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 10
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1. Développe et réduis I'expression A.

2. Calcule la valeur de I'expression A pour z =0 et x = 3.

Exercice 14 — remarquables/exol4

1. (a) Développe et réduis F = (z + 3)% — (2x + 1)(z + 3).
(b) Factorise I'expression F.
(c) Calcule la valeur de 'expression F' pour z = —1.

2.

Factorise 'expression G.

)
)
)
a) Développe et réduis 'expression G = (z — 7)% — 81.
)
) Développe et réduis 'expression H = (3z + 5)(2x — 1) + 922 — 25.
)

Factorise 922 — 25, puis 'expression H.
5
(c) Calcule H pour z = ~3

4. Factorise I'expression I = 4z? + 642 — 65.

Exercice 15 — remarquables/exol5
Soit 'expression C' = (3x — 1)* — 4x(3z — 1).
1. Développe et réduis C'.

1
2. Calcule C' pour z =0 et x = 3

Exercice 16 — remarquables/exo16
Soit 'expression G = (—3x + 10)(2z 4+ 7) — (—=3x + 10)(—5z + 1).

1. Développe et réduis I'expression G.

2. Ecris G sous la forme d’un produit de 2 facteurs du 1 degré.

3. Résous I'équation G = 0.

Exercice 17 — remarquables/exol7
Soit Pexpression F' = (3z — 8)(z + 1) — 922 + 64.

1. Développe et réduis I'expression F'.

2. Factorise I'expression 922 — 64.
3. Factorise I'expression F.

4. Résous 'équation F' = 0.

Exercice 18 — remarquables/exol8
Soit A = (1 —2z)? — (z + 1)(3z — 4).

1. Développe et réduis I'expression A.

2. Calcule A pour z = —2.
3. Est-ce que —1 est solution de I’équation A =07

Exercice 19 — remarquables/exo19

Dans cet exercice, ['unité de longueur est le centimétre.
Soit x un nombre positif et ABC un triangle rectangle en A tel que AB = 9x + 6 et AC' = 12z + 8.

1. Exprime, en fonction de z, la longueur du segment [BC.

2. Exprime, en fonction de x, 'aire A du triangle ABC.

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 11
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3. Calcule, en centimetres carrés, la valeur exacte de cette aire lorsque = = /3 cm.

4. Le triangle ABC peut-il étre isocele ? Pourquoi ?

Exercice 20 — remarquables/ex020
On donne A = 2(x +5)(2z — 3) — (22 + 5)%.
1. Développe et réduis A.

2. Calcule A pour z = 1.
3. Résous I'équation A = 5.

Exercice 21 — remarquables/ex021

1. (a) Développe (2% +x + 1)(2 + 1).

(b) Exprime le nombre 111111 sous la forme d’une somme de puissances de 10.

(c) Déduis-en deux entiers naturels différents de 1 dont le produit est égal a 111 111.
2. (a) Développe (z® +2? +z+1)(a* + 1).

(b) Déduis-en deux entiers naturels différents de 1 dont le produit est égal a 11111 111.
3. (a) Développe (z* —x + 1)(x + 1).

(b) Déduis-en deux entiers naturels différents de 1 dont le produit est égal a 1 001.

4. En développant
(' -2+ 22—z + D)z +1)

trouve deux entiers naturels différents de 1 dont le produit est égal a 100 001.

Exercice 22 — remarquables/ex022

1. Vérifie que pour tous nombres b et ¢ :
(b+¢c)? + (b—c)* =2(b* + )

2. Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AC' + AB = 14cm et AC — AB =2cm.
Sans calculer AC' et AB, déduis de la question précédente la longueur BC'

Exercice 23 — remarquables/ex023

Démontre que les affirmations suivantes, données par Viete!, sont toujours vraies :

e « Le carré de la différence de deux nombres, ajouté a quatre fois leur produit, est égal au carré de
leur somme ».

e « Le double de la somme des carrés de deux nombres, diminué du carré de la somme de ces deux
nombres, est égal au carré de leur différence ».

e « Lorsque l'on divise la différence des carrés de deux nombres par la somme des nombres, on
obtient leur différence ».

Exercice 24 — remarquables/ex024

Développe les expressions suivantes :

A=(x+2)x(x+3) B=_2z+1)x(—z+3) C=(z+3)?

D= (5—z) E=(x—6)x (z+6) F=2r+3+ (22 —1)?

Exercice 25 — remarquables/ex025

On donne A = (2x — 4)(2x + 3) — (22 + 5)%.

LQui est-il ?

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 12



College Paul Eluard - BEUVRAGES - Christophe Poulain

1. Développe et réduis A.
2. Calcule A pour x = 1.
3. Résous I'équation A = 7.

Exercice 26 — remarquables/ex026
On considere lexpression A = (2x — 3)? — (22 — 3)(z — 2).

1. Développe et réduis I'expression A.

2. Calcule la valeur de 'expression A pour x = 2.

3. Résous I'équation A = 2z2.

Exercice 27 — remarquables/exo27

Dans le triangle ci-contre, la droite (AM) est une médiane et la droite
A (AH) est une hauteur. Les points B, M, H et C sont alignés.
L’unité de longueur étant le centimetre, on pose

BM=CM=3 AH=2e¢t MH =2z

1. Exprime AB?, AC?, et AM? en fonction de z.
2. (a) Exprime AB? + AC? en fonction de .

1
B M E{ C (b) Exprime 2AM? + §BC’2 en fonction de z.

(c) Que peut-on dire de ces deux expressions ?

Exercice 28 — remarquables/ex028
On pose B = 42 — 25 — (2x + 5)(3z — 7).
1. Développe et réduis B.
2. (a) Factorise 4% — 25.

(b) Déduis-en une factorisation de B.

Exercice 29 — remarquables/ex029
Soit 'expression A = (22 + 3)* — (4o — 5)2.

1. Développe et réduis I'expression A.

2. Détermine la valeur de A pour z = —1 puis pour z = /2.
3. Factorise I'expression A.

4. Résous I'équation A = 0.

Exercice 30 — remarquables/exo30

1. On considere 'expression
E=(x—-37?—(x—1)(z—2)

(a) Développe et réduis E.

(b) Comment peut-on en déduire, sans calculatrice, le résultat de

99997 — 99999 x 99 998

2. (a) Factorise 'expression
F = (4x +1)* — (42 + 1)(7Tz — 6)

(b) Résous I"équation (4x + 1)(7 — 3x) = 0.

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 13
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Exercice 31 — remarquables/exo31

Soit D et E les expressions suivantes :
D = (4z + 1)(x — 3) — (z — 3)?

1. Développe et réduis les expressions D et E.
2. Factorise les expressions D et F.

3. Résous I'équation D = F.

Exercice 32 — remarquables/exo032

1. Soit I'expression A = (3z —4)? — (3z — 4)(2z + 5).
(a) Développe et réduis I'expression A.
(b) Factorise I'expression A.

)
(¢) Résous I'équation A = 0.
)

(d) Calcule la valeur de 'expression A pour z = 9.

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 14
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Equations, inéquations, systemes
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2.1. Activités

2.1.1 Ordre et multiplication

1. On sait que a < b. Recopie et complete le tableau suivant.

a ... b |—-2a... =2b| =ba ... —bHb
3 ... 4
-1 ... 2
—4 ... =3

Que remarque-t-on ?

2. 1l faut prouver cette remarque. Soit a et b 2 nombres quelconques tels que a < b et ¢ un nombre
négatif.
Alors on a a — b < 0 et comparons les produits ac et be.

ac—bc=(a—0b)x_c
—_—— =

<0 <0
—_———
donc ac. .. bc
St on multiplie les deur membres d’une inégalité par un nombre ......... alors .. ...

2.1.2 Solutions d’une inéquation

1. Pour chacun des cas suivants, dire si le nombre proposé est solution de I'inéquation proposée.

(a) x=Tpour z+4 >0 (¢) z=4pourx —4 >

0 (e) = = 0pour2z+1 > 4x+1
(b) z=—1pour2x—4<0 (d) z=—-2pour3z+4 < —3

2. Voici plusieurs inéquations. Sans les résoudre, propose au moins deux solutions pour chacune

d’elles.
(a) £ <7 (c) 2e+42>0 (e) de+2<3—x
(b) 3z >2 (d) -4z +1< 22

3. Recopie et complete le tableau suivant.

Inéquation | « Les solutions de l’inéquation sont. ..
r <7 tous les nombres inférieurs ou égaux a 7
r < =2 tous les nombres strictement inférieurs a —2
Too.... tous les nombres supérieurs ou égaux a 3
r <4 tous les nombres ............
Too.... tous les nombres strictement supérieurs a m
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4. (a) Observe attentivement ce tableau et complete-le (les 2 premieres lignes sont complétes).

Inéquation Représentation graphique des solutions

7
<7 }\ >

Ce qui ne convient pas

Ce qui ne convient pas

Ce qui ne convient pas

-1
r
T ——— »
Ce qui ne convient pas
<4 s >
= —3 == >

(b) Que représente le crochet ?

2.1.3 Résolution de problemes

PROBLEME A

Donnée Dy : Dans une papeterie, Jean achete 2 cahiers et 3 livres. Il paie 17€.

PROBLEME B

Donnée Dy : Dans une papeterie, Jean achete 2 cahiers et 3 livres. Il paie 17€.
Donnée Dy : Dans la méme papeterie, Luc achete 2 cahiers et 5 livres. Il paie 25€.

Quel est le prix d'un LIVre 7 ...

PROBLEME C

Donnée D; : Dans une papeterie, Jean achete 2 cahiers et 4 livres. Il paie 23€.
Donnée D, : Dans la méme papeterie, Luc achete 1 cahier et 3 livres. 1l paie 15,5€.

On ne peut pas trouver directement le prix unitaire de chaque article. Il va falloir « mathématiser »
le probleme.
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Choix des inconnues Soit ...le prix d’un cahier et ...le prix d'un livre.

Mise en équation du probleme

1.

Traduis mathématiquement par une équation la donnée D;.

C’est une équation & deux inconnues (...et ...).

. Traduis mathématiquement par une équation la donnée Ds.

...... b= (2)

. Les équations (1) et (2) forment un systéme de 2 équations du 1°"degré a 2 inconnues.

On le note

{ﬁﬁﬁﬁﬁﬁiﬁfﬁﬁﬁiﬁﬁﬁﬁﬁﬁ 5

. Pour qu’un couple de solutions conviennent, il faut qu’il soit solution des deux équations

a la fois. Pour chaque couple (prix d'un cahier; prix d’un livre) proposé ci-dessous, dis s’il
peut convenir comme solution (justifie les calculs).

Solution 1 : (B54) ..o

1.

...... +o= (3)

On dit que les équations (2) et (3) sont équivalentes : on obtient I’équation (3) en multipliant
I'équation (2) par ....

. Recopie le systeme a résoudre en remplagant ’équation (2) par 1’équation (3), puisqu’elles sont

équivalentes.
...... 4+ = (1)
...... 4+ = (3)
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5. En connaissant le prix d’un livre, calcule le prix d’un cahier.

Conclusion Le prix d'un cahier est ...€ et le prix d'un livre est ...€.
PROBLEME D

Donnée Dy : Dans une papeterie, Jean achete 3 cahiers et 5 livres. Il paie 42€.
Donnée Dy : Dans la méme papeterie, Luc achete 4 cahiers et 7 livres. Il paie 58€.

Comment résoudre ce probleme ?
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2.2. Cours

2.2.1 Equation

Une équation est une égalité dans laquelle intervient un nombre inconnu, le plus souvent représenté
par une lettre.

Résoudre une équation, c¢’est trouver toutes les valeurs possibles du nombre inconnu qui vérifient
I’égalité : chacune de ces valeurs est appelée une solution de 1’équation.

Exemple :
r+1=—-4 3z —6=21 4oy —H=x+ 22
r+1—-—1=-4-1 3r—6+6=21+6 e —x—b=x—x+22
r = -5 3x =27 3z —5H =22
27

:E:?:Q 3t —5+5=22+5

3r =27

27
:—:9

T3

2.2.2 Mise en équation d’un probleme

Chez Casto-Dépot, si j’achete 3 pots de peintures et 4 paquets de parquet, je paie 98,50€. Je sais
que le prix d'un paquet de parquet est moins cher de 2,50€ qu’un pot de peinture.
Quel est le prix d’un pot de peinture ?

Choix de I'inconnue Soit z le prix d’un pot de peinture.

Mise en équation du probleme Siun pot de peinture cotite € alors un paquet de parquet coute
T — 2,5€.
Si un pot de peinture cotite € alors 3 pots de peinture cotutent 3 x x€.
Si un paquet de parquet coute x — 2, 5€ alors 4 paquets de parquets cottent 4 X (z — 2,5)€.
On obtient alors

30 +4(zx—2,5) =98,50
~~~ —_——

prix des paquets
de parquet.

prix des pots de
peinture.

Résolution de 1’équation
3z +4(x —2,5) = 98,5

30+ 4r —4x2,5=985
32+ 4x — 10 = 98,5

Te — 10 = 98,5
T —10+10=98,5+ 10
7z = 108,5
1085
Ty
r =155

Conclusion Le prix d'un pot de peinture est 15,5€ (et le prix d'un paquet de parquet est 13€).
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2.2.3 Inéquation

Ordre et opérations

Si on ajoute ou on soustrait le méme nombre aux 2 membres de I'inégalité alors on garde le sens
de l'inégalité.

Sia<balorsa+c<b+c Sia>balorsa—d>b—d

(Si on multiplie ou on divise par un nombre strictement positif les 2 membres de)
I'inégalité alors on garde le sens de l'inégalité.

Sia<betec>0alorsaxec<bxc

Si on multiplie ou on divise par un nombre strictement négatif les deux membres
de I'inégalité alors on change le sens de I'inégalité.

S Sia<betd<O0alorsaxd>bxd )

Définitions

Une inéquation est une inégalité dans laquelle intervient un nombre inconnu, le plus souvent
représenté par une lettre.

Résoudre une inéquation, c’est trouver toutes les valeurs possibles du nombre inconnu telles que
I'inégalité soit vraie. Les valeurs trouvées sont appelées les solutions de 1’inéquation.

Exemple :
Résoudre 22 +1 > 7 Résoudre -3z — 7> —4
2e+127 On soustrait 1 & chaque —3r—T7>—4 On ajoute 7 a chaque
2c+1—-1>27-1 membre de I'inégalité. —Br—T7+7T>—-4+7 membre de 'inégalité.
2226 On divise chaque membre de —3z >3 On divise chaque membre
6] I'inégalité par un nombre po- 3 de l'inégalité par un nombre
Tz sitif 2. < — négatif -3.
2 -3
xr =3 x < —1
|l [
NN [ /70777
Ce ani ne convient. pas Ce ani ne convient. npas

2.2.4 Mise en inéquation d’un probleme

Un club de football propose deux tarifs :

— Tarif 1 : 7€ par match

— Tarif 2 : 35€ d’abonnement et 5€ par match.

A partir de combien de matches le tarif 2 est-il plus avantageux ?

Choix de ’inconnue Soit x le nombre de matches auxquels on assiste.

Mise en inéquation du probleme Avec le tarif 1, on paie 7z. Avec le tarif 2, on paie 35+ 5z.
Le tarif 2 est plus avantageux lorsque 35 + bx < Tx.
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Résolution de I’'inéquation
35+ Hr < Tx

35+5x —bx < T7x — bz

35 < 2z
35

7<ZL‘
17,5 <z

Conclusion On doit assister a 18 matches ou plus pour que le tarif 2 soit le plus avantageux.

2.2.5 Systemes de 2 équations du 1°F degré a 2 inconnues

(Un systeme de 2 équations du 1°° degré a 2 inconnues est constitué de 2\
équations a deux inconnues, indissociables 'une de 'autre.

2z + 3y = 25

3z + 2y =20

Résoudre un systéeme de deux équations du 1°* degré a deux inconnues, c’est
trouver toutes les valeurs des inconnues qui vérifient les deux équations a la fois;
c’est-a~-dire qui rendent vraies les deux égalités a la fois. Ces valeurs sont appelées
Qouple solution du systéme Y,

20 +y =4
r+y=3
(1;2) est la solution du systeme car les égalités 2 x 1+2 = 4 et 142 = 3 sont vraies toutes les deux.

Exemple : est un systeme de deux équations du 1°" degré a deux inconnues. Le couple

Résolution d’un systéme de deux équations du 1°" degré a 2 inconnues

Méthode par substitution Par définition, la substitution est I'action de remplacer, de mettre
I'un a la place de 'autre.

x4+ 3y =10

| Résoudre le systeme { 3z + 5y — 18

x4+ 3y =10
3r+ 5y =18

Pour effectuer la substitution, il faut exprimer une des deux inconnues en fonction de
Pautre. Ici, on a choisi d’exprimer z en fonction de y dans la 1% équation (le coefficient
de z y est le plus simple : 1)

=110 —-3y1

_Ll———=Z1
3(%‘,) +oy =18 On effectue la substitution : remplacer x, dans la 2° équation, par
\1\ son expression en fonction de y. On obtient alors une équation du 1°*
0— 3y

T = degré a une inconnue.

r =10 -3y
30 — 9y + 5y = 18 | On résoud I'équation pour obtenir la valeur de ¥

— N N /A
-
—
e}
|
w
£
+
Ot
<
Il
—_
0]

xr =10 — 3y
30 —4y = 18
xr =10 — 3y
—4y =18 — 30
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xr =10 — 3y
—4y =12
{ r =10 -3y
y=-3 Une fois la valeur d’'une des deux inconnues obtenue, il ne reste qu’a
remplacer cette inconnue par sa valeur dans la seule équation faisant
r=10—-3x (—3) encore intervenir les deux inconnues.
y=-3
r=10+9
y=-3
xr =19
y=-3
La solution du systeme est le couple (19; —3).

Méthode d’élimination par combinaison La combinaison est I’action de grouper, d’unir plu-
sieurs objets pour en former un nouveau.

20+ 3y =15

| Résoudre le systeme { 3z + 5y = 18

x3 | 2043y =15
X2 3z + by =18

Pour combiner les deux équations, il faut qu'une des deux inconnues aient le méme
62 + 9y = 45 coefficient dans les deux équations. C’est ce que 1'on fait ici avec I'inconnue .

6z + 10y = 36

On effectue la combinaison : on soustrait membre & membre les
6x + 9y = 45 deux équations : ici, « la 2° moins la 1™ »

6z + 10y — (6x + 9y) = 36 — 45

6z + 9y = 45
6x + 10y — 6x — 9y = —9

+9y—45

{ Une fois la valeur d’une des deux inconnues obtenue, il ne reste qu’a
remplacer cette inconnue par sa valeur dans la seule équation faisant

{ T+ 9 x (—9) =45 (

L

encore intervenir les deux inconnues.

6xr — 81—45

x:45—|—81

6 = 126

a solutlon du systeme est le couple (21; —9).
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2.3. Exercices

Exercice 1 — equations/exol

Pour 1080 francs, le pere de Pierre a acheté 4 cravates et 3 chemises. Sachant que le prix d'une

cravate est les R de celui d'une chemise, quels sont les prix d’une cravate et d’une chemise ?

Exercice 2 — equations/exo2

Les nombres 0; —7; 4; —4 sont-ils solutions de I'inéquation 1 — 5z < 217

Exercice 3 — equations/exo3

Dans la cour de la ferme, il y a des poules et des lapins. J’ai compté 40 tétes et 106 pattes. Combien
y-a-t-il de poules et de lapins?

Exercice 4 — equations/exo4

Bertrand recoit son argent de poche du mois par sa mere. Il va voir son grand-pere et recoit la méme
chose. Sur le chemin du retour, il trouve une piece de 5 euros. En arrivant chez lui, il s’apercoit qu’il
dispose de 75 euros.

Quel est le montant mensuel de I'argent de poche de Bertrand ?

Exercice 5 — equations/exob

Chez un fleuriste, une rose cotite 2€ de plus qu'une marguerite. Un bouquet de 7 roses et 5 marguerites
cotite 20€. Quel est le prix d’une rose ? Quel est le prix d'une marguerite ?

Exercice 6 — equations/exo6

Au musée du jouet, le prix d’entrée est 50 francs (7,62€) pour un adulte et 35 francs (5,34€) le prix
d’entrée pour un enfant.

1. Calcule le pourcentage de réduction accordé au prix d’entrée « enfant » par rapport au prix
d’entrée « adulte ».

2. Un dimanche, le musée du jouet a recu 128 personnes et a fait une recette de 5260 francs.
Calcule le nombre d’adultes et le nombres d’enfants présents ce dimanche au musée du jouet.

Exercice 7 — equations/exo7

1. Résous l'inéquation 5 — 2x < x — 4.

2. Représente 'ensemble des solutions sur une droite graduée.

Exercice 8 — equations/exo8

Un groupe de 16 personnes décide de déjeuner au self d’une entreprise. Deux menus sont proposés :
le « Menu 1 » a 6€ et le « Menu 2 » a 8€. Chaque personne choisit un des deux menus et la dépense
globale est de 110€.

Combien de personnes ont choisi le« Menu 1 » et combien ont choisi le« Menu 2 » 7

Exercice 9 - equations/ex09

Au cinéma Rex, le prix d’un billet est de 42 francs (6,4€) pour un adulte et 34 francs (5,18€) pour
un étudiant. 11 personnes assistent a la projection et paient 430 francs (65,55€).
Combien y a-t-il d’étudiants a cette séance?

Exercice 10 — equations/exo10

On considere 'inéquation 4x +7 > 2 — 3x.
1. (a) Le nombre 0 est-il solution de cette inéquation ? Justifier la réponse.

(b) Le nombre —1 est-il solution de cette inéquation ? Justifier la réponse.
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2. Résoudre I'inéquation 4x + 7 > 2 — 3x et représenter ses solutions sur une droite graduée.

Exercice 11 — equations/exol1l

Pierre et Nathalie possedent ensemble 144 timbres de collection. Si Nathalie donnait 2 timbres a
Pierre, alors celui-ci en aurait deux fois plus qu’elle. Combien chaque enfant a-t-il de timbres actuel-
lement ?

Exercice 12 — equations/exo12

Simon a quarante livres, les uns ont une épaisseur de 5cm, les autres une épaisseur de 3 cm. S’il les
range sur un méme rayon, ils occupent 1,80 m. Combien Simon a-t-il de livres de chaque catégorie ?

Exercice 13 — equations/exo13

On considere trois récipients notés Sy, S et Ss.

Le premier, S, est une sphere de rayon 5 cm. Le second, Sy, est un cylindre dont la base a un rayon
égal a 5 cm et dont la hauteur mesure 7 cm. Le troisieme, S3, est un cone de révolution dont la base
a un rayon égal a 5cm et dont la hauteur mesure 15 cm.

1. Quel récipient possede le plus grand volume ? le plus petit volume ? Justifier votre réponse.

2. Quelle est la hauteur h du cylindre 84, dont la base a pour rayon 5 cm sachant que S, possede
un volume double de celui de &; ?

Exercice 14 — equations/exol14

Quatre enfants découpent un pain d’épice préparé pour leur gotter. Alice en prend le tiers; Benoit

les — de ce qu’a laissé Alice; enfin Cécile et Clément, qui sont jumeaux, se partagent de maniere

égale le reste.
Quelle est la fraction du pain d’épice que regoit chacun des jumeaux ?

Exercice 15 — equations/exol5

Une entreprise de menuiserie fabrique 150 chaises par jour. Elle produit deux types de chaises, les
unes vendues a 35€ piece, les autres 60€ piece.

L’entreprise souhaite que le montant des ventes soit strictement supérieur a 7375€ par jour et elle
veut fabriquer plus de chaises a 35€ que de chaises a 60€.

Combien doit-elle fabriquer de chaises a 35€ par jour ?

Exercice 16 — equations/exol6

Deux freres, Marc et Jean, possedent chacun un jardin. L’aire du jardin de Marc est les 3/4 de laire
du jardin de Jean. Les deux freres possédent en tout 1470 m?.
Quelles sont les aires des jardins de Marc et de Jean?

Exercice 17 — equations/exol7

Le périmetre d’un rectangle est 140 mm. En doublant la largeur initiale et en retranchant 7mm a la
longueur initiale, on obtient un nouveau rectangle dont le périmetre est égal a 176 mm.
Quelles sont les dimensions du rectangle initial ?

Exercice 18 — equations/exol8

Sur la figure ci-dessous, a est un nombre positif; la droite (AN) est parallele a la droite (ET).

Détermine a.
Co N
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Exercice 19 — equations/exo19

1. Résous l'équation 50 + x = 3(8 + x).

2. Justine a 8 ans et sa grand-mere a 50 ans.
Dans combien d’années, ’age de sa grand-mere sera-t-il le triple de 1’age de Justine?

Exercice 20 — equations/ex020

Jean et Elsa ont chacun acheté un bouquet composé de roses et de marquerites. Le bouquet de Jean,
composé de 5 roses et de 7 marguerites, cotite 7,4€. Le bouquet d’Elsa, composé de 8 roses et de 6
marguerites, cotte 10,8€.

Ecris et résous un systeme qui permette de calculer le prix d’une rose et d’'une marguerite.

Exercice 21 — equations/exo21

On dispose de n jetons que I'on veut disposer en carré. Par exemple, on peut disposer 16 jetons en
un carré de 4 jetons de coté.

En essayant de former un premier carré avec n jetons sur chaque coté, on constate qu’il y a 10 jetons
de trop.

En réessayant avec un jeton de plus sur le coté, il manque 17 jetons.

Combien y-a-t-il de jetons en tout ?

Exercice 22 — equations/ex022

Un opérateur de téléphone portable propose trois formules. L'unité de durée des communications est
la minute.

Formule « libre » : pas d’abonnement, 0,50€ par minute.

Formule « éco » : forfait 2 heures mensuelles pour 25€, chaque minute supplémentaire est facturée

0,30€.
Formule « pro » : durée et nombre de communications non limités, prix mensuel 40€.

1. Calcule le cotit de 3 heures de communication pour chaque formule.

2. Détermine pour quelle durée un client aura le méme montant a payer avec la formule « libre »
qu’avec la formule « eco ».

3. Détermine pour quelle durée un client aura le méme montant a payer avec la formule « libre »
qu’avec la formule « pro ».

4. Détermine pour quelle durée un client aura le méme montant a payer avec la formule « pro »
qu’avec la formule « eco ».

Exercice 23 — equations/ex023

Résous I'équation
(=3z+1)*-92r+7)*=0

Exercice 24 — equations/ex024

Les questions sont indépendantes.

1. Sachant que 7 est compris entre 3,14 et 3,15, trouve un encadrement du périmetre d’un cercle
de rayon 5cm et un encadrement de l'aire d'un disque de méme rayon.

2. Au semi-marathon de Cours-la-Ville, les organisateurs décident de distribuer une somme d’ar-

: . , . 3 .
gent aux trois premiers. Ils se mettent d’accord pour attribuer = de la somme totale au vain-

queur, — au second, et au moins 200€ au troisieme.

Quelles informations peut-on en déduire concernant la somme totale qu’ils décident de distri-
buer ?
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Exercice 25 — equations/ex025

Deux personnes A et D nont qu'une bicyclette pour rejoindre la gare qui est a 23 km. B s’empare
du vélo et file & 15 km.h~!, cependant que A le suit & pied, & 6 km.h L.

Apres un certain trajet, B s’arréte et poursui son chemin & pied & 5km.h~t. A trouve la bicyclette
et rejoint la gare & 11 km.h~!. Les deux persones arrivent en méme temps a la gare.

A quelle distance de la gare B a-t-il abandonné le vélo? Combien de temps a duré le trajet ?
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CHAPITRE 3

Les racines carrées
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3.1. Activités

3.1.1 Définition

A Taide de la figure ci-dessous, calcule la longueur AF'.
E D

3.1.2 Racines carrées et opérations
1. (a) Recopie et complete
V16 =... Vo=... VI6+Vo=...... =... VI6+9=...... =...
V36=... Vei=... V36 +v6d=...... = ... V36 +64=...... — ...

(b) Que remarque-t-on ?
2. (a) Recopie et complete

(b) Que remarque-t-on ?
(c) 1l faut prouver cette remarque.
Soit a et b deux nombres positifs. On a

(\/EX\/Z;>2 = 2% =
Vaxb -

Donc

P (ﬁxﬁ)...m ou (ﬁxw;)..._m

3.1.3 Racines carrées et produit : démonstration a base géométrique

Construction de la racine carrée d’un nombre positif

Considérons la figure ci-contre ol a est un nombre positif.
H est le point du segment [AB] tel que AH = 1et HB = a.
La perpendiculaire a la droite (AB) passant par H coupe
le demi-cercle de diametre [AB] en M.

L
A 1 H a B
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1. Applique le théoreme de Pythagore au triangle AH M rectangle en H.
2. Applique le théoreme de Pythagore au triangle BH M rectangle en H.
3. Explique pourquoi le triangle AM B est rectangle en M et prouve que

(a+ 1) = AM? + BM?
4. En utilisant les résultats des questions précédentes, montre que

MH =a

Construction de la racine carrée du produit de 2 nombres positifs

Considérons la figure ci-contre ol a et b sont deux nombres
positifs. H est le point du segment [AB] tel que AH = b
et HB = a. La perpendiculaire a la droite (AB) passant
par H coupe le demi-cercle de diametre [AB] en M.

b
A b H a B

1. Applique le théoreme de Pythagore au triangle AH M rectangle en H.

2. Applique le théoreme de Pythagore au triangle BH M rectangle en H.
3. Explique pourquoi le triangle AM B est rectangle en M et prouve que

(a+b)*> = AM? + BM?
4. En utilisant les résultats des questions précédentes, montre que

MH =+vaxb

Construction du produit de 2 racines carrées

E

Considérons la figure ci-contre ot a et b sont deux nombres positifs.
Les longueurs AC et DB sont obtenues par report de longueur.

Le triangle ADB est rectangle en B et les droites (EC') et (DB) sont

D paralleles.
Démontre que
Vb EC = va x Vb
‘ m
Al 1 B C

|
ui\/agu

Démonstration
G
Considérons la figure ci-contre ol a et b sont deux nombres
Vvax b positifs. La longueur GN est obtenue par report de lon-
gueur.
L
D b N a E

1. Exprime DE?, DG?, GE? en fonction de a et b.
2. Démontre que le triangle DGFE est rectangle en G.
3. Conclue que GN = /& X b.
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3.1.4 L’équation « X2 =a »

1. Ecris les nombres suivants sous la forme d’un carré.

(a) 16 (c) 56,25 (e) 45
(b) 49 (d) 8 (f) 72

2. Factorise les expressions suivantes.

(a) 22— 16 (c) 2% — 56,25 (e) x* —45
(b) x? — 49 (d) 2 -8 (f) x* =72

3. Résous les équations suivantes.

(a)
(b) z?

6 ()

1 r? = 56,25 (e) 2 =45
49 (d) 2?

5
8 (f) 22 =172

W

. Combien y-a-t-il de solutions pour chacune de ces équations ?

ot

. Démontrons cette remarque dans le cas général.
Soit a un nombre quelconque et cherchons a trouver les valeurs de z telles que 2% = a.
Puisque z? est toujours positif, alors le cas ol @ est un nombre négatif est impossible.
Si a = 0 alors on doit résoudre 2 = 0 et on a = = 0.
Si a est un nombre strictement positif alors
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3.2. Cours

3.2.1 Définition

Si a est un nombre positif alors la racine carrée de a, notée \/a, est le nombre positif
dont le carré est a.

Si a >0 alors v/a > 0 et (\/5)2:a

Exemples : V1= 1; V0 =0.
V25 =5 car 5% = 25 et 5 est positif.

9 3 3\> 9 3 .
—=—car [ = | = - et = est positif.
4 2 2 4 2

‘ Si a est un nombre positif alors vVa? = a.

Exemples : 1/5,6%2=15,6, V72 = .

3.2.2 Produit et Quotient de 2 racines carrées

Racine carrée et multiplication

Si @ et b sont deux nombres positifs alors va x b= /a x V/b

Exemples :

V50 = /25 x 2 = V25 x V2 = 52 Simplification d’écriture
VB = VI6 X3 = VI6 x V3 = 43
3V7 = V9 x VT =63

Racine carrée et division

Si a et b sont deux nombres positifs avec b # 0 alors \/% = %

Exemples :

9

16 V16 4 Vs 15
PR R R

3.2.3 L’équation X2 =aq

Soit @ un nombre positif.
— Si a > 0 alors I'équation z* = a admet 2 solutions : v/a et —+/a.
— Si a = 0 alors I’équation 2% = 0 admet une seule solution : 0.

Exemples : Soit I’équation z? = 5.
L’équation admet deux solutions : z = V5 et = —/5.
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3.3. Exercices

Exercice 1 — racines/exol

On donne

A=V12+5V75 — 2927 B:(5+\/§)2—<2ﬁ)2

Ecris A sous la forme av/3 et B sous la forme by/3 ot a et b sont deux entiers relatifs.

Exercice 2 — racines/exo2
Soit:p:\/g(l—\/ﬁ) ety:5+\/§.
Calcule 2?; y%; 2% +y?; /22 + 12

Exercice 3 — racines/exo3

On pose F = (V7 + v2) (V7 - V3) — 87 (1 V)

Ecris F sous la forme a + by/7 (a et b sont des nombres entiers relatifs).

Exercice 4 — racines/exo4

L’unité de mesure choisie est le centimetre. On donne trois points A, B et C tels que

AB = 2V/3, BC = V75, AC = V147

1. Vérifie que AB + BC = AC.

2. Que peux-tu en conclure pour ces trois points ? Justifie ta réponse.

Exercice 5 — racines/exob

Les questions sont indépendantes.

1. Soit RST un triangle tel que RS = /45, ST = 3v/5, TR = v/90. Quelle est la nature de ce
triangle 7

2. Calcule et donne le résultat sous la forme d’un entier relatif ou d’une fraction irréductible :

:(2+3J€)<2—3\/S) B:%

3. Ecris le nombre E sous la forme av/b, ol a et b sont des nombres entiers.

=75 — 2V12 + 227

Exercice 6 — racines/exo6

La formule
P=0,08x8xV?

permet de calculer la vitesse limite V' (en m/s) atteinte par un parachutiste lors de sa descente.

S représente la superficie du parachute exposée a la résistance de l'air (en m?).

P est la masse du parachutiste (en kg).

En supposant que S = 40m?, calcule la vitesse limite atteinte par un parachutiste de 80kg. On
donnera une valeur exacte puis un arrondi au dixieme.

Exercice 7 — racines/exo7

ABCD est un rectangle tel que AB = /2000 et BC' = /1 000.
1. La longueur est-elle le double de la largeur ? Pourquoi ?

2. Exprime /2000 sous la forme av/5 et v/1000 sous la forme by/ 10, ot a et b sont des entiers.
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3. Exprime 'aire du rectangle sous la forme C\/Q, ou ¢ est un nombre entier.

4. Montre que le périmetre du rectangle peut s’écrire sous la forme

20v/5 (2 + \/5)

Exercice 8 — racines/exo8

Ce tableau est-il un tableau de proportionnalité ?

s

V3-1
(V3+1)" - (vVB-1)°

&
_I_
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CHAPITRE 4

Arithmeétique
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4.1. Activités

4.1.1 Diviseurs d’un nombre entier

1. Effectue les divisions euclidiennes suivantes :

(a) 399 par 21 (c) 357 par 17 (e) 252 par 14
(b) 279 par 9 (d) 171 par 19 (f) 1683 par 99

Que remarque-t-on ?
2. Traduis chacune de ces divisions par une égalité.

3. Peut-on faire la méme remarque pour 543 et 187

4.1.2 Diviseurs communs a deux nombres entiers

1. (a) Donne les diviseurs de 399.

(
(b) Donne les diviseurs de 171.
(¢) Que remarque-t-on ?

(
(

a) Donne les diviseurs de 145.

b

(¢) Que remarque-t-on ?

)
)
)
)
) Donne les diviseurs de 78.

)

4.1.3 Propriétés du PGCD de 2 nombres entiers

Dans toute cette activité, a et b sont deux nombres entiers strictement positifs tels que a > b.

Diviseurs et opérations
1. (a) Donne un diviseur d (différent de 1) commun a 45 et a 35.

(b) d est-il un diviseur de 45+ 357 de 45 — 357

2. Supposons que 2 soit un diviseur de a alors a = 2 X n avec n un nombre entier.

Supposons que 2 soit un diviseur de b alors b = 2 x m avec m un nombre entier.

Alors

a+b=...Xn+...xXxm=...X...... d’ou 2 est un diviseur de .........

a—b=...Xn—...Xm=...X...... d’ou 2 est un diviseur de .........

3. Si 5 est un diviseur commun a a et b, prouve que 5 est aussi un diviseur de a — b.

5 est un diviseur de ...alors ... =5 X ... avec n un nombre entier.

D Sl ot

Donca—b=............... = X oo, 16 10 1 KPP
Théorie

Si k est un diviseur commun de a et de b alors a = k x a’ et b = k x V' avec a’ et b’ des nombres
entiers.

DOnC @ — b =
d’ou k est un diviseur de a — b.
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Application Soit k = PGCD(a, b). Donc

k divise a — b

.. Donc k est un diviseur commun a b et ¢ — b.
k divise b

Est-ce le plus grand ? Soit [ le PGCD(b;a —b). Alors k <letb=1xbyeta—b=1xc;.
On obtient alors que
a:a—b—l—b:lxcl—i—lxbl:lx(cl—i—bl)

[ est donc un diviseur commun de a et b et | < k. Donc k est le pged(b; a — b).

Pratique

Comment faire, avec cette méthode, pour trouver le PGCD(254,76) 7

4.1.4 PGCD et Division Euclidienne
Exemple
Effectue la division euclidienne de 434 par 126.

434 =126 X ...+ ...

Soit d le PGCD(434;126) donc 434 = d x n et 126 = d x m avec n et m deux nombres entiers.
Est-ce que d divise 56?7
56 =434 -3 x126=...... — e = ... — = ... X .. donc ..............lll

d divise 56

d divise 126 } Donc d est un diviseur commun de 126 et 56.

Est-ce le plus grand ? Soit [ le PGCD(126;56). Alors d <l et 126 =1 xn et 56 =1 x m.
On obtient
434 =126 x 3+ 56 =1l xnx3+Ixm=10x (3n+m)

[ est donc un diviseur commun & 434 et 126 donc [ < d.

d est donc le PGCD(126; 56).

Théorie

Soit (g; ) le couple obtenu par la division euclidienne de a par b.
a=bxq+r

Soit d le PGCD(a;b) donc a = d x n et b =d x m avec n et m deux nombres entiers.
r=a—bxqg=......... — e = . X e donc d divise 7.

d divise r

.. Donc d est un diviseur commun a b et r.
d divise b

Est-ce le plus grand ? Soit [ le PGCD(b; 7). Alors d <letb=1xby et r =1 X ry.
On obtient alors que

a=bxq+r=Ixb xq+lxri=10x (b xq+r)

[ est donc un diviseur commun de a et b et [ < d. Donc d est le pged(b; r).

Pratique

Comment faire, avec cette propriété, pour trouver le PGCD 548,124 7
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4.2. Cours

4.2.1 Vocabulaire

La division euclidienne d'un nombre entier a par un nombre entier b non nul permet d’obtenir le
couple (g;r) de nombres entiers tels que

a=bxqg+r avec r < b

Exemple :417 =19 x 21 4+ 18

Dans la division euclidienne de a par b (a et b sont deux nombres entiers), si le reste r est nul alors
on dit que :

a est un multiple de b;

a est divisible par b;

b est un diviseur de a;

— b divise a.

Exemple : 325 est un multiple de 25 car 325 = 25 x 13 (325 est aussi un multiple de 13).
399 est divisible par 19 car 399 = 19 x 21 (19 et 21 sont des diviseurs de 399).

4.2.2 Diviseurs communs a deux nombres entiers

Soit a et b deux nombres entiers non nuls. Un diviseur commun a a et b est un nombre
entier qui divise a la fois a et b.

Exemple : 6 est un diviseur commun de 12 et 18 (car 12 =6 x 2 et 18 = 6 x 3).
11 est un diviseur commun de 99 et 132 (car 99 = 11 x 9 et 132 = 11 x 12).

Soit a et b deux nombres entiers strictement positifs.

Parmi tous les diviseurs communs a a et b, I'un deux est plus grand que tous les autres.
On 'appelle le Plus Grand Commun Diviseur ou PGCD. On le note PGCD(a; b).

Exemple : Les diviseurs de 12 sont 1; 2; 3; 4; 6; 12. Les diviseurs de 8 sont 1; 2; 4. Le plus grand des
diviseurs communs est 4 donc PGCD(12;8) = 4.

Soit a et b deux entiers strictement positifs.
Lorsque PGCD(a; b) = 1, on dit que les nombres a et b sont premiers entre eux.

4.2.3 Calcul du PGCD

Si a et b sont deux nombres entiers strictement positifs tels que a > b alors

PGCD(a;b) = PGCD(a — b;b)

Cette propriété permet de trouver le PGCD par soustractions successives

PGCD(95; 57) = PGCD(38; 57) car 98 — 57 = 38
PGCD(57;38) = PGCD(19; 38) car 57 — 38 = 19 Donc PGCD(95;57) = 19
PGCD(38;19) = PGCD(19: 19) = 19 car 57 — 38 = 19
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(Soit a et b deux nombres entiers strictement positifs tels que a > b.
Si r est le reste de la division euclidienne de a par b alors

PGCD(a;b) = PGCD(b; 1)

(&

Cette propriété permet de trouver le PGCD par 1’algorithme d’Euclide

a b T
1078‘/322/112 car 1078 =3 x 322+ 112

322/112/98 car 322 =2 x 112 4+ 98
112/98M14 car 112 =1x98 + 14
98 14,20 car98=7x14+0

/

7/
Le processus s’arréte car les resteg‘deviennent de plus en plus petit.
Le PGCD(a; b) est |le dernier reste non nul | Donc PGCD(1078; 322) = 14.

4.2.4 Fractions irréductibles

Soit a et b deux nombres entiers tels que b # 0.
a
Une fraction 7 est dite irréductible lorsque a et b sont premiers entre eux.

2
Exemple : La fraction 3 est irréductible car PGCD(2;3) = 1.

322
La fraction 1078 n’est pas irréductible car PGCD(322;1078) = 14.

322 23x14 23
1078 77 x14 77

1+V5, )
5 yeeo |-

1 17
Un nombre rationnel peut s’écrire sous la forme d’une fraction (— )

Un nombre irrationnel est un nombre qui n’est pas rationnel <7T; V2;
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4.3. Exercices

Exercice 1 — arithmetique/exol

n est un entier supérieur a 6 et on pose
n+9

n—=~6

F =

1. Donne la forme irréductible de F' pour n =9, n = 25, n = 46.

2. Démontre que
15

n —

F=1+

3. Déduis-en toutes les valeurs de n pour lesquelles F' est un nombre entier.

Exercice 2 — arithmetique/exo2

1. Calcule le PGCD(32760, 61 425).
32760

2. irré ible la f i )
Rends irréductible la fraction 61495

Exercice 3 — arithmetique/exo3

1. Ecris les fractions suivantes sous leur forme irréductible

. 4862 . 3450
2145 759

2. Le quotient du produit de 2 nombres x et y par leur PGCD s’appelle le Plus Petit Commun
Multiple noté ppem(z;y).
(a) Exprime ppcm(z;y) en fonction de z, y et PGCD(z;y).
(b) Calcule le ppem(429;11).

(c) Déduis-en la somme de a et b.

Exercice 4 — arithmetique/exo4

1. Donne l'égalité traduisant la division euclidienne de 1512 par 21.

2. Rends irréductible la fraction

1512
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CHAPITRE 5

Fonctions affines, linéaires —
Proportionnalité
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5.1. Activités

5.1

.1 Notion de fonction

On considere le tableau suivant dans lequel chaque nombre de la deuxieme colonne s’obtient a partir
du nombre correspondant de la premiere colonne par un certain procédé.

1. Recopie et complete le tableau.

T

2. Trouve le procédé qui permet de passer de la 1 colonne a la 2° colonne.

2

-3

O =~ |

Un tel procédé s’appelle une fonction que 'on note f.

Les nombres y sont les images des nombres = par f. Par exemple, 'image de 2 par

(\]
ot

19 la fonction f est 4; ce que 'on note

f(2)=4o0u f:2—4

I

5.1
1

www.mel

. Quelle est I'image de 37 de 07 de —57 Répondre en utilisant les notations ci-dessus.

. On peut également représenter graphiquement une fonction. On place sur I'axe des abscisses
les nombres x et sur I’axe des ordonnées les images de ces nombres z par la fonction.
Place, dans le repere ci-dessous, les points correspondants au tableau ci-dessus.

A
Image de x

10

o) 1 Nombhbre

.2 Fonction linéaire : définition

. U est la tension, en volts, aux bornes d'un conducteur ohmique de résistance 20 €2 traversé par
un courant d’intensité I, en amperes. La loi d’0Ohm permet d’affirmer que U = 201.

(a) Recopie et complete le tableau. Est-ce un tableau de proportionnalité ?

71027105 1 [15
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(b) Place les points du tableau dans le repere ci-dessous. Retrouve-t-on le fait que ce tableau
est de proportionnalité ?

U (en V)

10

(a) Pour aller au college en bus, Amélie a deux formules possibles :
— 17¢ formule : 0,6€ pour un trajet.
— 2° formule : 3,8€ par mois et 0,3€ pour un trajet.

i. Pour chaque formule, calcule le prix a payer pour 10 trajets dans le mois.

ii. Plus généralement, pour indiquer que les prix dépendent du nombre x de trajets
dans le mois, on note P;(x) et Py(x) les prix payés respectivement avec la 1™ formule
et la 2° formule. Complete le tableau suivant.

Expression en fonction de z | Programme de calcul

Situation 1 | Pi(x) =................... TN

Situation 2 | Py(z) =................... TN A,

iii. Calcule P;(20) et P»(20).

(b) En 1998, la production de blé a augmenté de 8% par rapport a 1997 pour tous les agri-
culteurs

i. Si un agriculteur a produit 540 quintaux de blé en 1997, calcule sa production en
1998.

ii. En 1997, un agriculteur a produit = quintaux de blé. Notons Q(x) sa production en
1998. Recopie et complete

Qx)=x+...... Xr=(..4+..)xXxxr=...X2
iii. Recopie et complete

‘ Expression en fonction de x ‘ Programme de calcul ‘

Situation 3 | Q(z) =.................... N
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iv. Calcule Q(1000).

(¢) RST est un triangle rectangle isocele en R. Notons x la longueur RT et A(z) l'aire de ce
triangle. Recopie et complete

‘ Expression en fonction de x ‘ Programme de calcul ‘

Situation 4 | A(x)=.................... TN A

Calcule A(5).

(d) Lorsqu’a tout nombre = on associe le produit a X z (ou a est un nombre « fixe »), on
définit la fonction linéaire de coefficient a.

Quelles sont les situations étudiées qui définissent une fonction linéaire ? Donne leur coef-
ficient.

5.1.3 Fonction linéaire : représentation graphique

Soit f la fonction linéaire de coefficient 2.
firx—2x ou f(x)=2

1. Recopie et complete le tableau.

f(x)

2. Place les points obtenus dans un repere. Que remarque-t-on ?

3. Il faut maintenant prouver cette remarque.

(a) Soit g une fonction linéaire de coefficient a (a # 0).
A

Sur le graphique ci-contre, on a placé les points O et
A qui appartiennent a la représentation graphique de
g.

Soit N un point de la droite (OA) d’abscisse .
Prouve que 'ordonnée de N est a x .

Si N est un point de la droite (OA)
alors IV appartient a la représentation
graphique de g.

—e— - —— — —
&.,444444444444444444
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Sur le graphique ci-contre, O, A et M appartiennent
a la représentation graphique de g. K est le point de
la droite (OA) qui a la méme abscisse que M.
arf---------- -oM Quelles sont les coordonnées de M ?

Quelles sont les coordonnées de K 7

Que peut-on en conclure ?

Si O, A et M sont trois points de la
représentation graphique de g alors ils
SONt ...

5.1.4 Fonction affine : représentation graphique
1. Un vendeur de voitures recoit un salaire de 180€ par voiture vendue. Soit = le nombre de
voitures vendues mensuellement.

(a) Exprime, en fonction de z, le salaire S(x) du vendeur.

(c¢) Représente graphiquement la fonction S. On obtient la droite (d). Donne une équation de
la droite (d).
(Abscisse : 1 em pour 1 voiture - Ordonnée : 1 cm pour 90€).

2. Le patron, souhaitant récompenser son vendeur, décide d’augmenter de maniere fixe son salaire.
L’augmentation s’éleve a 270€.

(a) Exprime, en fonction de z, le salaire S;(z) du vendeur.

(d) Représente alors dans le méme repere la fonction Sj.

1
3. Trace la droite (d) réprésentant la fonction linéaire qui a x associe ——z puis construis la

représentation graphique de la fonction affine qui a x associe —Z:U + 4.
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5.2. Cours

5.2.1 Fonction linéaire
Définitions

Exemple : L'unité de longueur est le centimetre. Notons x la longueur du c6té d’un carré et y le

périmetre de ce carré.
17033 On obtient un tableau de proportionnalité : le périmetre d’un carré est pro-

1132 12 portionnel a son coté et 4 est le coefficient de proportionnalité.
4 ’ On peut écrire y =4 X x ou y = 4x.

(Soit a un nombre quelconque « fixe ». )

Si a chaque nombre z on peut associer son produit par a (c’est a dire x x x) alors on
définit la fonction linéaire de coefficient a

G

(On dit que az est I'image de z.

Notation La fonction linéaire de coefficient a se note x — ax et se lit « a x, on associe ax ».
On peut également la noter par une lettre, f par exemple. Alors 'image de x par la fonction
linéaire f se note f(z) et se lit « f de x ».

Exemple
e La fonction linéaire qui a = associe le nombre 4x a pour coefficient 4. On écrit

f:x—4xou f(x) =4z

e Si f est la fonction linéaire de coefficient —2 alors I'image de 3 est —2 x 3 = —6 et on note

f(3) = 6.
e Si g est la fonction linéaire de coefficient 5 alors le nombre = qui a pour image 15 est 3.
Remarque : Une fonction linéaire représente une situation de proportionnalité.

Représentation graphique d’une fonction linéaire

Dans un repere, la représentation graphique d'une fonction linéaire de coefficient a est
une droite passant par 'origine du repere.

Représenter graphiquement la fonction linéaire f de
coefficient 0,6.

s Pe s f:x— 0,6z
9 > A
& ~ Comme f est une fonction linéaire, sa représentation gra-
§e < SEnSEsaEERE N pb‘i_qgg est une droite qui-passe-par |l’origine du repere |.
7 ] b N N
e ] N N X 0 3
e AN N f (SC ) 011 ,8

"On prend z = 3 J¥on image est f(3) =0,5x3=1,8. Je

“place |le point de coordonnées (3;1,8)|.
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(Soit (d) la droite qui représente graphiquement la fonction linéaire de coefficient a.
On dit alors que a est le coefficient directeur de la droite (d) et que y = ax est une
équation de la droite (d).

Représenter graphiquement la fonction linéaire g de
coefficient —2.

frax— -2

" Comme f est une fonction linéaire, sa représentation gra-
- phique est une droite qui passe-par |l'origine du repere |

a
s g

x 01
f(x) 0] -2
D) b, .
2 R TSECIUUI 0T On prend @ = 1 : son image est g(l) =-2x1=-2.Je

“place |le point de coordonnées (1; —2) |

Fonction linéaire et pourcentage

(Prendre t% d’un nombre, c’est multiplier ce nombre par 100" ]
Augmenter un nombre de t%, ¢’est multiplier ce nombre par 1 + 100"
\Diminuer un nombre de t%, c¢’est multiplier ce nombre par 1 — ﬁ |
Exemples 15% de x : x X % On lui associe la fonction linéaire x +— 0,15 X x.
Diminuer z de 12% : x x (1 — %) =1 x 0,88. On lui associe la fonction linéaire x +— 0,88 x .

3
Augmenter x de 3% : z X (1 + m) =1z x 1,03. On lui associe la fonction linéaire x — 1,03 X x.

5.2.2 Fonction affine

Définitions

Soit a et b deux nombres quelconques « fixes ».
Définir une fonction affine, c¢’est associer a chaque nombre z, le nombre ax + b.
On dit que ax + b est I'image de x.

Notation La fonction affine qui a x associe ax + b se note x — ax + b et se lit « a x, on associe
ar + b ».

On peut également la noter par une lettre, f par exemple. Dans ce cas, I'image de x se note f(z)
et se lit « f de x ».

Exemple f est la fonction affine qui a x associe 2x — 1.

L’image de 3 est 2 x 3 —1 =15 et on note f(3) = 5.

Cas particuliers : b = 0 On obtient f : x — ax, c’est a dire une fonction linéaire.
a =0 On obtient f:z+ b, c’est a dire une fonction constante.
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I On dit que z — ax est la fontion linéaire associée a la fonction affine z +— az + b.

Représentation graphique d’une fonction linéaire

(Dans un repere, la représentation graphique de la fonction affine z — az + b est la
droite (d) :

— qui passe par le point B de coordonnées (0;b) ;

[ qui est parallele a la droite (d’) représentant la fonction linéaire associée.

Représenter graphiquement la fonction affine f définie
par

frx— —0,6x—1
/

/

/
3 Comme f est une fonction affine, sa représentation

-graphique  est une drpite qui  passe  par

: s ] | l'ordonnée a l'origine (0,@) :

A U : T 0 3

TR fx)y | -11-28

& On prend z = 3 :
- ~~sen image est f(3) = 0,6 x3—-1=-1,8—1=-28.
Je place |le point de coordonnées (3; —2,8) |

(On dit que y = ax +b est une équation de la droite (d) qui représente la fonction affine
qui a x associe ax + b. On dit également que :
— b est 'ordonnée a 'origine,

.~ a est le coefficient directeur.

Représenter graphiquement la fonction affine g définie
par

/

/:

g:x+—1,22+0,6
/

/

. /
Comme g est une fonction affine, sa représentation
« . graphique est une drojte qui passe par
N\

b, 8
3 bl 9 ’ N ) L
1 “|Pordonnée a l'origine (O,) .
/ \
2 N

N x |02
N glx) | 1|3

B
A
h
|
|
I
I
T
|

On prend x :\2\:
“son image est g(2h=1,2x2+0,6 =2,440,6 = 3. Je

place |le point de coordonnées (2;3) |.

Proportionnalité des accroissements

ADMIS Soit f une fonction affine x — ax + b.
Si x varie (c’est a dire augmente ou diminue) d’'un nombre h, alors son image f(x)
varie de ah.
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Application Déterminer la fonction affine f tel que f(1) =4 et f(3) =8.

1"méthode Une application affine est de la forme
T +— ax +b.

T 113

f(z) |48
Donc

4=2x%a

a=2

D’ou f est de la forme x +— 2z + b.
Or f(1)=2x1+bet f(1) =4.
D’ou
4=2+b
b=2

L’application affine cherchée est x — 2x + 2.

2°méthode Une application affine est de la forme
x +— ax + b. Donc

4d=agx1+b
8=ax3+5b
4=a+b
8=3a+b
—4=—-a-b
8=3a+b
4 = 2a
8=3a+b
a =2
8=6+0b

a=2
b=2

Donc la fonction f est x — 2z + 2.

5.2.3 Interprétation graphique d’un systeme de 2 équations du 1°* degré

a 2 inconnues

. . 2
Exemple Résoudre graphiquement le systeme { v

y=2zr—1
Yy=—x+2

On obtient {

et la solution est le couple de coordonnées du point d’intersection des

deux droites; c’est a dire dans ce cas le couple (1;1).

A
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5.3. Exercices

Exercice 1 — affine/exol

1. Détermine I'image de 1 et —2 pour chacune des fonctions linéaires suivantes :

(a) f:z— 3z (c)h:x»—>§x
(b) g: 2+ —2x (d)zxn—>§x

2. Détermine le nombre qui a pour image 3 par ces mémes fonctions linéaires.

3. Représente graphiquement chacune des fonctions linéaires ci-dessus et donne une équation de
leur représentation graphique.

Exercice 2 — affine/exo02

Dans chacun des cas suivants, détermine la fonction linéaire telle que :

1/ l'image de 3 est 5; 4/ le nombre qui a pour image 6 est 1,5;
2/ I'image de —1 est 4; 1
3/ l'image de —2 est —5 5/ g(4) = 3

Exercice 3 — affine/exo03

Voici un graphique représentant plusieurs fonctions. Repere les représentations graphiques des fonc-
tions linéaires et détermine ces fonctions linéaires a 1’aide du graphique.

CO Uj’b

C
O
& e o
%

COUI»be 5

courbe 6

<. s

Exercice 4 — affine/exo4

1. Détermine I'image de 1 et —2 pour chacune des fonctions affines suivantes :
(a) frz— 3w +2 (c)h:x»—>§x+1

. 4
(b) g:x— —2x—1 (d)@3$'—>g$—4
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2. Détermine le nombre qui a pour image 3 par ces mémes fonctions linéaires.

3. Représente graphiquement chacune des fonctions affines ci-dessus et donne une équation de
leur représentation graphique.

Exercice 5 — affine/exo5

Dans chacun des cas suivants, détermine la fonction affine telle que :

1/ I'image de 3 est 5 et 'image de 4 est 7; 8.
2/ T'image de —1 est 4 et I'image de 3 est 0; 1
3/ l'image de —2 est —5 et I'image de —1 est 4/ g(4) = 3 et g(2) = 1.

Exercice 6 — affine/exo6

Voici un graphique représentant plusieurs fonctions. Repere les représentations graphiques des fonc-
tions affines et détermine ces fonctions affines a ’aide du graphique.

e Co
O% UPZ’@ 2
A
\ll Q
o& 1
(¢
COU rbe 5
3 >

courbe 6

‘b\,

&
XY

Exercice 7 — affine/exo7

Le 1%janvier 2002, les prix seront donnés en euros. On sait que 1 euro vaut 6,55957 francs.
1. En appelant z le prix en euros et y le prix en francs, exprime y en fonction de z.
2. Quel sera le prix en francs d’un loyer valant 280 euros ?

3. Quel sera le prix en euros d'un véhicule valant 58 500 francs ?

Exercice 8 — affine/exo8

Un employé a gagné 90€ pour 15 heures de travail.
1. Calcule son salaire horaire.
2. Exprime le salaire S (en €) en fonction du temps ¢ (en heures).

3. Construis la représentation graphique de la fonction S pour 0 < ¢ < 20 (1 e¢m pour 2 heures
sur l'axe des abscisses; 1 e¢m pour 100€ sur 'axe des ordonnées).

4. Détermine graphiquement (on laissera apparent les traits de construction nécessaires) :
— Le salaire correspondant a 10 heures de travail.
— le nombres d’heures correspondant a un salaire de 120€.
— Vérifie ces résultats par le calcul.
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5. Cet employé a consacré 15% de son salaire a l’achat d'un vétement, quel est le prix de ce
véetement ?

6. 1l consacre 75€ a ses loisirs. Quel est le pourcentage du salaire cela représente-t-il ?

Exercice 9 — affine/ex09

Voici un solide constitué d'un parallélépipede rectangle sur-
monté d'une pyramide a base rectangulaire.

La hauteur totale du solide est ST = 12 cm.

Le parallélépipede rectangle a pour longueur FF = 10cm,
pour largeur HE = 6 cm et pour hauteur BF = x.

1. Entre quelles valeurs x peut-il varier ?

2. Exprime le volume V; du parallélépipede rectangle en
fonction de x.

3. Montre que le volume V, de la pyramide est égal a
240 — 20z.

4. Pour quelle valeur de x les volumes V; et Vs sont-ils
égaux ? Donne alors la valeur commune de ces deux
volumes.

5. Pour quelles valeurs de x le volume de la pyramide est-il
inférieur a 200 cm??

Exercice 10 — affine/exo010

C’est la période des soldes :

1. J’achete un pull dont le prix est 53€. Combien vais-je payer ce pull sachant qu’a la caisse on
me fera une remise de 20% 7

2. J’achete aussi une chemise que je paie 37€. Quel était le prix de la chemise avant la réduction
de 20% 7

3. J’achete également un pantalon dont le prix est 63€. Quel est le pourcentage de remise accordé
si je paie a la caisse b4€ ce pantalon ?

Exercice 11 — affine/exol1

ABCD est un rectangle tel que AB =8 et AD = 5. Le point M est sur le segment [DC] et on note
x la longueur DM.

1/ Exprime en fonction de x 'aire du triangle ADM.
2/ Représente graphiquement la fonction associée a l'aire du triangle ADM.

3/ Détermine graphiquement la position du point M sur le segment [DC] pour que l'aire du
triangle ADM soit égale a 20.

Retrouve le résultat par le calcul.

Exercice 12 — affine/exo012

Un cycliste effectue un trajet de 30 km. Il roule d’abord sur 15 km a la vitesse moyenne de 20 km/h
puis le reste du trajet a la vitesse moyenne de 30 km/h.
Calcule la vitesse moyenne sur ’ensemble du trajet. Que constate-t-on?

Exercice 13 — affine/exo13

Pour tout I'exercice, on considere un objet dont le prix de départ, en euros, est x.
1. On augmente le prix de 'objet de 15% et on appelle f(x) le prix en euros apres 'augmentation.
(a) Calcule f(100) et f(400).

(b) Exprime f(z) en fonction de x. Le prix final est-il proportionnel au prix initial ?
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(¢) Sur papier millimétré, représente la fonction f. On prendra 1 cm pour 100 euros en abscisse
et 1 ¢m pour 100 euros en ordonnée.

2. On augmente le prix de cet objet de 50% puis de 3 euros. On appelle g(z) le prix en euros
apres les deux augmentations.

(a) Calcule ¢g(100) et g(400).
(b) Exprime g(z) en fonction de x. Le prix final est-il proportionnel au prix initial ?

3. On diminue le prix de cet objet de 50% et on l'augmente de 2 euros. On appelle h(zx) le prix
apres la réduction et I’augmentation.
(a) Calcule h(100) et h(400).
(b) Exprime A(z) en fonction de . Le prix final est-il proportionnel au prix initial ?
4. (a) Pour quel prix de départ, les prix finaux des questions 2 et 3 sont-ils égaux ?
(b)

Pour quel prix de départ, les prix finaux des questions 1 et 2 sont-ils égaux?

Exercice 14 — affine/exo14

Maxime et Lucie aiment beaucoup la marche a pied. Ils partent tous les deux a midi d’un méme point
O et se déplacent en suivant deux directions perpendiculaires. Maxime marche a la vitesse constante
Vi = 8 km/h tandis que Lucie se déplace a la vitesse constante Vo = 6 km/h.

1. Quelle distance sépare nos marcheurs a 13 h45 min?
2. A quelle heure précise Maxime et Lucie sont-ils séparés par une distance de 36 km ?

3. Au bout de 2 heures, Maxime s’arréte. Il décide de repartir lorsque Lucie aura parcouru la
distance qu’il vient de parcourir.

(a) A quelle heure Maxime repartira-t-il ?

(b) Quelle distance séparera Maxime et Lucie lorsque Maxime repartira ?

Exercice 15 — affine/exo015

A

Sur la figure ci-contre, on a représenté une fonction

2 linéaire de coefficient a.
f(z) = ax
IK)
1/ A laide de ce graphique, compléete le tableau
suivant.
fA) = | f(=3) = 5 f(=2) = :
fCo=1] s =3 )=

2/ Détermine la valeur du coefficient a de cette
fonction linéaire.

Exercice 16 — affine/exo016

Sur la figure ci-dessous, on a représenté 3 fonctions linéaires f, g et h.

f(z) =ax g(z) = bz h(z) = cx
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1e

=

f&)

—1e

2/ Détermine les fonctions linéaires f, g et h.

Exercice 17 — affine/exol7
Dans un repere d’origine O, place les points A, B, C' et D de coordonnées respectives (3;4), (—2;3),
(—3;—1) et (4;—-1).

Détermine une équation des droites (OA), (OB), (OC) et (OD).
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CHAPITRE 6

Théoreme de Thales et sa réciproque
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6.1. Activités

6.1.1 Théoreme de Thales

Dans les 3 figures ci-dessous, les droites (M N) et (BC') sont paralléles.

Figure 1

A

Figure 2

o

Figure 3

/&
M
B
N
//

Compléte

Dans le triangle ABC, .. .est sur le segment [AB]
et ...est sur le segment [AC]| tels que les droites
(MN) et (BC) soient paralleles. Donc

1. Construis les points M’ et N’ symétriques res-
pectifs des points M et N par rapport au point
A. Que peut-on dire des droites (M'N’) et
(BC)? Justifie. ...

AM AN MN

AB

~ AC ~ BC
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6.1.2 La « réciproque » du théoréeme de Thales

A
1. Dans les deux cas suivants, compare les rapports 1B et ek Justifie ensuite que les droites
(MN) et (BC) sont paralleles.

C C
M
B
. N
A N B

. AN
2. Dans les deux cas suivants, compare les rapports 15 et 1
AB =4cm, AC =3cm, AM =1,2cm, AN =0,9cm
A @ @ @ A -
M B M B
AM B AM S
AB ... AM AN AB ... AM A_N
AN AB  AC AN AB  AC
AC ... AC ...

3. Peut-on conclure uniquement avec 1’égalité des rapports? Que manque-t-il 7
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6.2. Cours

6.2.1 Enoncé du théoréeme

AM AN _MN

(Soit (d) et (d') deux droites sécantes en A. R
B et M sont 2 points de la droite (d), distincts de A.

C' et N sont 2 points de la droite (d'), distincts de A.

Si les droites (BC') et (M N) sont paralleles alors

cotés du triangle AMN

AB AC  BC

cotés correspondants du triangle ABC

- J
Configurations de Thales
(d') (d) (d')
(d)
A
N M
C B
; , \il :
Exemple

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/

et I.J.

paralleles

Les droites (CJ) et (BI) se coupent en A. Les droites
(BC) et (IJ) sont paralléles. Calculer les longueurs AC

Dans le triangle ABC, I est un point de la droite (AB) et
& J est un point de la droite (AC) tels que la droite (1.J) soit
a la droite (BC). Donc, d’apres le théoreme de
Thales, on a

On utilise

Al AT 1T ot & di 6 9 1J
AB _ AC BC @ SOMRYHC w T A0 T 3
On utilise
6_ 9 6_1J
5 AC 5 3
6 x AC=9x%x5 5xI1J=6x3
AC:925:7,5cm 1= 3 6em

59



College Paul Eluard - BEUVRAGES - Christophe Poulain

6.2.2 La réciproque du théoreme de Thales

(Soit (d) et (d') deux droites sécantes en A. )
B et M sont 2 points de la droite (d), distincts de A.
C et N sont 2 points de la droite (d'), distincts de A.

. AM AN : o . :
Si 1B — AC et les points A, M, B sont alignés dans le méme ordre que les points
(A, N, C alors les droites (MN) et (BC) sont paralleles. )

Exemple

FEst-ce que les droites (M N) et (BC) sont pa-
ralléles ¢ Justifier.

Dans le triangle ABC, M est un point de la droite

FEst-ce que les droites (MN) et (BC') sont pa-
ralleles 7 Justifier

(AB) et N un point de la droite (AC). Dans le triangle ABC, M est un point de la droite

AM_ 54 6
AB- 9 " | AM AN
AN 7,5 AB AC
AC " 125 00

De plus, les points, A, M, B sont alignés dans
le méme ordre que les points A, N,C. Donc les

(AB) et N un point de la droite (AC).

AM 11,9
AB 35 AM AN
AC 52 7

droites (M N) et (BC') sont paralleles d’apres la | Donc les droites (M N) et (BC) ne sont pas pa-
réciproque du théoreme de Thales. ralleles.
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6.3. Exercices

Exercice 1 — thales/exol

Soit FF'G un triangle tel que FF = 4cm, EG = 8cm et FEG = 60°. Place le point M sur le
segment [EF] tel que EM = 1c¢m.

Construis ensuite la parallele a la droite (F'G) passant par le point M. Elle coupe la droite (EG) en
N.

Calcule la longueur E'N.

Exercice 2 — thales/exo02

Partie 1 : Nouveau théoreme Soit ABC un triangle quelconque. La bissectrice de I'angle BAC

coupe la droite (BC') en D. La parallele a la droite (AC') passant par C' coupe la droite (AB) en E.
DB DC

Démontre que —

AB ~ ACT
Partie 2 : Application du théoréme Soit un triangle ABC' tel que AB = 24 cm, AC' = 56 cm
et BC =40cm.

La bissectrice de 'angle BAC coupe la droite (CB) en D. La bissectrice de I'angle ABC coupe la
droite (AC) en E. La bissectrice de 'angle BC'A coupe la droite (AB) en F.

1. Calcule les longueurs DB, DC, EA, EC, FA et FB.

ID IE IF
2. Evalue les rapports 71 1B et o Calcule leur produit.

Exercice 3 — thales/exo03

B

4 [AN] et [BM] sont deux segments qui se coupent en O comme sur la figure ci-

contre et qui vérifient AN =6cm, OA=1,5¢m, BO =2,5cm, BM = 10cm.
%) Attention, cette figure n’a pas été réalisée en vraie grandeur.

Montrer que les droites (AB) et (MN) sont paralleles; vous justifierez votre

réponse en citant avec précision le théoreme que vous utilisez.

M N

Exercice 4 — thales/exo4

Soit un triangle ABC tel que AB = 7em, AC = 5cm, BC' = 4 e¢m. Soit le point M du segment [AC]|
tel que AM = 3 cm. La parallele a la droite (BC') passant par M coupe le segment [AB] en P.

1. Fais une figure en vraie grandeur.

2. Calcule la longueur AP.

Exercice 5 — thales/exo05

Soit ABC' un triangle quelconque et une droite (d) qui coupe les droites (AB), (AC) et (BC)
respectivement en I, J, K.

La perpendiculaire a la droite (d) passant par A coupe la droite (d) en A’.

La perpendiculaire a la droite (d) passant par B coupe la droite (d) en B’

La perpendiculaire a la droite (d) passant par C' coupe la droite (d) en C".

KB BB

1. M =
(a) Montre que %0 = 00
JC CC
(b) Montre que TAT AA
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IA  AA
(c) Montre que 5= BB

2. Déduis-en que

@ngﬂ—l
KC =~ JA " IB

Exercice 6 — thales/exo06

Sur la figure ci-contre, qui n’est pas en vraie gran-
deur :

IR =8cm, RP = 10cm,

IP=4,8cm, IM = 4cm,

IS =10cm, IN = 6c¢cm,

I'T =6cm.

(On ne demande pas de refaire la figure.)

1. Démontre que les droites (ST) et (RP) sont
paralleles.

2. Déduis-en la longueur ST.

3. Les droites (M N) et (ST') sont-elles paralleles 7
Justifie.

Exercice 7 — thales/exo7

On considere un trapeze ABC'D dont les bases paralleles sont (AB) et (CD). O est le point d’in-
tersection des diagonales. On trace la parallele a la droite (BC') passant par A : elle coupe la droite
(BD) en M. La parallele a la droite (AD) passant par B coupe la droite (AC) en N.

Démontre que les droites (M N) et (DC') sont paralleles.

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 62



College Paul Eluard - BEUVRAGES - Christophe Poulain

CHAPITRE 7

Géométrie dans ’espace
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7.1. Cours

7.1.1 Sphere et boule

Définitions

et de rayon r.

(Soit O est un point de l'espace et r est un nombre positif donné.
e La sphere de centre O et de rayon r est I’ensemble des points de ’espace situés a
une distance de O égale a r.
e La boule de centre O et de rayon r est I’ensemble des points de ’espace situés a
une distance de O inférieure ou égale a r.
e Un grand cercle d'une sphere de centre O et de rayon r est un cercle de centre O

~

J

Exemples

rayon 7.

Section d’une spheére par un plan

e la sphere de centre O et de rayon r est I’ensemble des points M de I'espace tels
que OM = r. Ici, le point A appartient a la sphere de centre O et de rayon r
mais le point O non.

e la boule de centre O et de rayon r est I’ensemble des points M de I'espace tels
que OM < r. Ici, les points A et O appartiennent a la boule de centre O et de

e Le cercle de centre O et de rayon OA est un grand cercle (OA = r).

Lorsqu’elle existe, la section d’'une sphere par un plan est un cercle.

O<h<r

Le cercle de section a pour
centre [.

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/

h=0

Le cercle de section a le méme
centre O et le méme rayon r que
la sphere : on dit que c’est un
grand cercle de la sphere.

Soit P un plan perpendiculaire en I & I'un des diametres [N.S] d’une sphere de rayon r. Posons
OI = h qui est la distance du point O au plan P.

h=r

Le cercle de section a pour
centre S et pour rayon 0. On
dit que le plan P est tangent
a la sphere en S.
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Exemple

Le plan P coupe la sphere de centre O et de rayon r : la section
obtenue est un cercle de centre H et de rayon M H que 1’on calcule
a I’aide du théoreme de Pythagore.

S

Aire d’une shpeéere — Volume d’une boule

Soit 7 un nombre positif.
e L’aire d'une sphere de rayon r est 4712,

4
e Le volume d'une boule de rayon r est —mr3.

7.1.2 Sections de différents solides

Le parallélépipede rectangle

P
P

D I D I
I |
| | | |
| | | |
| J i 1 N7

| ! |
I S gl

H E\\ \\\ L\\\\\\ \\
AN AN \\\\\\P AN
E K FE K

P est parallele a la face ADHE. P est parallele a l'aréte [AE].

A AN

Le cylindre de révolution

D

P est perpendiculaire a ’axe de révolution. P est parallele a I'axe de révolution.
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La pyramide et le cone de révolution

P est parallele au plan de base.

7.1.3 Agrandissement - réduction

L’agrandissement de rapport k& d'un objet est la transformation qui consiste a multiplier toutes
les longueurs de cet objet par un nombre k supérieur a 1.

La réduction de rapport k£ d’un objet est la transformation qui consiste a multiplier toutes les
longueurs de cet objet par un nombre k inférieur a 1.

Exemples :

1
— une maquette réalisée a 1’échelle 1/100 est la réduction de rapport 100 de l'objet réel.

— une feuille de format A3 (rectangle de dimensions 29,7 cm et 42c¢m) est un agrandissement de
rapport /2 d'une feuille de format A4 (rectangle de dimensions 21 ¢m et 29,7 cm).

ApMIs Dans un agrandissement ou une réduction de rapport k, les aires sont multi-
pliées par k2 et les volumes sont multipliés par &3.

Exemples :
— Deux feuilles de format A4 sont nécessaires pour recouvrir exactement une feuille de format A3
(k=2 et k? = 2 soit le double de la surface).

— huit petits cubes d’aréte a sont nécessaires pour remplir un cube d’aréte 2a (k = 2 et k* = 8).

S

A B

SO _SsA oA SO _SA _AB A0 _

F=50 =S54 oA SO SA  AB A0
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7.2. Exercices

Exercice 1 — espace/exol

On dispose d'un verre en forme de cone de diametre 6 cm et de hauteur 9 cm. Le verre est rempli
jusqu’a la moitié de sa hauteur. Est-il a moitié plein ? Justifie la réponse.
Indication : Il peut étre utile de faire une figure.

Exercice 2 — espace/exo2

A

————— J

C

E

C

F

Exercice 4 — espace/exo4

E

Exercice 5 — espace/exob

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/

Un cube ABCDEFGH a pour coté 6cm. J est le point de 'aréte
[CG] tel que GJ = 4em. On coupe P la pyramide de sommet G et
de base BC'D par le plan passant par J et parallele a cette base. On

obtient la section JK L.
1. (a) Quel est le volume de la pyramide P ?
(b) Dessine un patron de cette pyramide.
2. (a)
(b)
)

(c) Dessine la section JK L en vraie grandeur.

Quelle est la nature du triangle JK L 7 Justifie la réponse.
Calcule la longueur JK.

. Dans le cube ci-contre de 12 ¢cm d’aréte, détermine la longueur exacte

de la diagonale [AG].

On considere un cone ayant le méme volume que ce cube et dont la
base est un disque de rayon 15cm.

Combien mesure la hauteur de ce cone ? Donne le résultat arrondi au
millimetre.

C  On considere la figure ci-contre ot ABCDFEFGH est un cube de coté
3cem.

1. Montrer que le triangle AC'F est équilatéral.

2. On considere alors la pyramide CABF', de base le triangle ABF
et de hauteur C'B.

(a) Calculer le volume de cette pyramide.

(b) Dessiner un patron de cette pyramide; on laissera les traits
de construction.
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La figure ci-contre représente un aquarium qui a la forme
d’'une calotte sphérique de cnetre O, de rayon R = 12c¢m
et de hauteur h égale a 21 cm, dont 'ouverture est un cercle
de centre I et de rayon I M.

1. Calcule la valeur exacte du rayon I M.

2. Calcule le volume de I'aquarium sachant que le volume

d’une calotte sphérique est donné par la formule V =

h2
% (B3R —h), ou R est le rayon de la sphere et h la

hauteur de la calotte sphérique. On donnera le résultat
de V arrondi a l'unité pres.

3. Combien faut-il de bouteilles de 2 litres pour remplir
complétement I'aquarium ?

Exercice 6 — espace/exo6

Sur le dessin ci-contre, la sphere a pour centre O. Un plan coupe cette sphere
selon un cercle (C) de centre H et de rayon 4,5 cm.
1. Sachant que HO = 2,2 ¢m, dessiner le triangle rectangle O H A en vraie
grandeur.

2. Calculer le rayon de la sphere a 1 mm pres.

3. Calculer la mesure de I'angle HOA. On donnera une valeur arrondie &
1 degré pres.

Exercice 7 — espace/exo7

La figure ci-contre représente une pyramide réguliere SABCD a
base carée, de sommet S, de hauteur SH. L'unité est le centimetre

etona SH=6¢et AD =28.

Premiere partie
1. (a) Trace, en vraie grandeur, le quadrilatere ABCD.
b

(b) Calcule la longueur AC' en valeur exacte.
2. (a) Trace, en vraie grandeur, le triangle SAH.
(b)

b) Détermine la mesure de l'angle ASH (on donnera un
résultat arrondi au degré pres).

Deuxiéme partie
1. Calcule le volume de la pyramide SABCD.

2. On appelle M le point du segment [SH| tel que SM = %SH. On coupe la pyramide SABC' D
par un plan parallele a la base et passant par M, comme indiqué sur la figure.
(a) Quelle est la forme du quadrilatere A’B'C'D"?
(b) Calcule le volume de la pyramide SA'B'C'D’.

Exercice 8 — espace/exo8

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 68



College Paul Eluard - BEUVRAGES - Christophe Poulain

F ci-contre, on laisse fondre 5 glagons sphériques de 2 cm de diametre.
On donne OB = 6cm et OC' = 4 cm.

|
|
|
|
| Dans un verre a pied, ayant la forme d’un cone, et représenté en coupe
T
|
|

1. Quelle est la valeur exacte V, en em?, du volume du verre ?

2. Exprime, en fonction de 7, le volume total de glace, en em?.

3. Lors de la fusion de la glace, le volume de ’eau produite est obtenu en multipliant par 0,9 celui
de la glace. Quelle est la valeur exacte W, en em?, du volume d’eau dans le verre, résultant de
la fusion complete des 5 glacons ?

4. Prouve que V = 8W.

5. Déduis-en la hauteur C'I de I'eau dans le verre a pied apres fusion complete de la glace.

Exercice 9 — espace/ex09

A
C 3B . .
| ABCDEF est un prisme droit.
| v On donne BE = EF =5cm, DE =3cm, DF = 4cm.
L Fais un patron en vraie grandeur de la pyramide BDFEF et de la pyramide
I BACFD.
/’///])\\\
F - E

Exercice 10 — espace/exo10

D
On considere la pyramide ABC'D de hauteur [AD] telle que AD = 5cm
et de base ABC' telle que AB = 4,8cm; BC = 3,6cm; CA = 6cm.

(La figure n’est pas aux dimensions.)
1. Démontre que le triangle ABC' est rectangle en B.
2. Calcule le volume de cette pyramide.

3. On désire fabriquer de telles pyramides en platre. Combien peut-on
en obtenir avec 1dm? de platre?

A

Exercice 11 — espace/exol1

Soit un cone de révolution de sommet S et de hauteur [SH]|. La longueur d’une génératrice' de ce
cone est SA = 6cm et de plus HSA = 60".

1. Fais une figure regroupant toutes les indications données.
2. (a) Calcule la longueur SH.
(b) Calcule la longueur AH. Donne la valeur exacte puis la valeur arrondie au dixieme.

3. P est le plan perpendiculaire a la hauteur [SH| en son milieu /. Il coupe la génératrice [SA]
en J.

(a) Complete la figure.
(b) Que représente le point J pour le segment [SA|?

(c) Calcule la longueur 1.J : donne la valeur exacte puis la valeur arrondie au dixieme.

!Segment joignant le sommet & un point de la circonférence de la base
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Exercice 12 — espace/ex012

H G ABCDEFGH est un parallélépipede a base carrée. On donne AB =
BC =6cm et BF =4,5cm.

F 1. Montre que DG = 7,5cm.
. //’5 T C 2. Calcule la mesure de Pangle CDG arrondie au degré pres.
/,// 3. Calcule, en cm3, le volume de la pyramide ABCDG.
A - B 4. Construis un patron de cette méme pyramide.

Exercice 13 — espace/exol3

Le solide représenté ci-contre est un tétraedre ABC'D. L’'unité utilisé est le
centimetre.

On sait que AB =3, AD =5, BC = 5. De plus, I est le milieu du segment
[BC] et les angles BAC et TAD sont droits.

1. Calcule la longueur AC.
2. Calcule la longueur Al.
3. Calcule la longueur I D. On donnera une valeur approchée au mm.

4. Calcule le volume de ce tétraedre. On donnera la réponse en litre.

Exercice 14 — espace/exol4

La figure ci-dessous représente une calotte sphérique de centre O, de rayon r et de hauteur h. C’est
un solide obtenue apres section d’une sphere § par un plan. Le volume d’un tel solide est donné par

la formule suivante 2
V= -(8r—h)

1. Si une calotte sphérique a pour rayon r = 15cm et pour hauteur
h = 20 em, quel est son volume ?

2. Si une calotte sphérique a pour hauteur h = 10 cm et pour rayon
r = 6.cm, quel est le rayon r; du cercle de section ?

3. Si une calotte sphérique a pour hauteur h = 12cm et pour rayon
r = 8cm, quel est le volume du solide que 1'on a enlevé a la sphere
S pour obtenir cette calotte ?

Exercice 15 — espace/exolb
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On considere une pyramide de hauteur SB = 7cm et dont la base est
un triangle ABC' rectangle en A tel que AB = 3cm et AC = 4cm.

1. Construis un patron de cette pyramide.
2. Calcule le volume de cette pyramide.

3. On coupe la pyramide par un plan parallele a la base : on obtient
les points B’ sur l'aréte [SB], A" sur [SA] et C’ sur [SC] tels que
SB" 3

SB T
(a) Quelle est la nature du triangle A’B'C" 7 Justifie.

(b) Calcule le volume de la pyramide SA’B’C’. On donnera la

valeur exacte puis la valeur arrondie au mm?3.

C

Exercice 16 — espace/exo016

Partie A La figure ci-contre représente une calotte sphérique de centre
O, de rayon r et de hauteur h. Le volume d’un tel solide est donné par la
formule suivante

B wh?

V—T(BT—h)

1. Si une calotte sphérique a pour rayon r = 15cm et pour hauteur
h = 20 ¢m, quel est son volume ?

Y

2. Si une calotte sphérique a pour hauteur h = 9cem et pour volume
VY = 81w em?, quel est son rayon ?

3. Si une calotte sphérique a pour hauteur h = 10cm et pour rayon
r = 6 cm, quel est le rayon r; du cercle de section ?

a Partie B Un aquarium a la forme d’une sphere de 16 cm de rayon coupée
par deux plans paralleles. Ces plans sont situés respectivement a 12,8 cm
et 9,6 cm du centre.

1. Calcule Taire des disques de sections en fonction de 7.
2. Calcule le volume de I'aquarium. On donnera la valeur exacte puis
une valeur approchée au mm? pres.
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CHAPITRE 8

Trigonométrie — Angle inscrit
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8.1. Activités

8.1.1 Sinus et tangente d’un angle aigu

1. Détermine la valeur de l'angle BCA a1l degré pres dans le triangle ABC' rectangle en B tel
que AB =3cm et BC =4cm.

2. Sur la figure ci-dessous, les trois triangles rectangles ont leurs angles identiques.

N

T3

[

(a) Sur la figure ci-dessous, a:/O\y représente un angle dont la mesure, en degré, est a. Reproduis,
sur cette figure, les 3 triangles 77, 75 et 7.

()

()

O

On adopte les notations suivantes : on note 7; le triangle OAD rectangle en A; 75 le
triangle OBE rectangle en B; 73 le triangle OC'F rectangle en C.

(b) Pourquoi les droites (DA), (EB) et (FC) sont-elles paralleles ?

i.

i.

ii.

BE |
. Compare les rapports — et —— puis les rapports — et —

Que représente le triangle OD A pour le triangle OEB 7 Donne la caractéristique de
cette « transformation ».

BE

oD  OF AO — BO
Que représente le triangle OF'C pour le triangle OEB 7 Donne la caractéristique de
cette « transformation ».

CF BE | CF BE
Compare les rapports — et —— puis les rapports — et —

OF  OF CO  BO
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(L t Cr BE t AD it i dépendent des 1 )
€S rapports € sont ... el ne dependen as des longueurs

des triangles rectangles mais uniquement de 'angle o des triangles rectangles. Ces
quotients définissent un nombre appelé ......... de I'angle a.

.................................... _CF BE AD
.................. ~ OF OE OD

- J

(L t CF BE t AD t i7 dépendent des 1 )
€S rapports € sont ... el ne dependaen as des longueurs

des triangles rectangles mais uniquement de 'angle o des triangles rectangles. Ces
quotients définissent un nombre appelé ......... de I'angle a.

.................................... _CF BE AD
..................  CO BO AO

8.1.2 Le quart de cercle trigonométrique
Définition
On considere la figure ci-dessous qui représente un quart de cercle de rayon 1. On a construit I’angle

IOz de mesure a (en degrés) et on appelle M 'autre point d’intersection de cet angle avec le quart
de cercle.

1. Lis graphiquement les coordonnées du point M.

2. On appelle H le point de I'axe des abscisses qui a la méme abscisse que M et K le point de
I’axe des ordonnées qui a la méme ordonnée que M.

(a) Complete la figure.
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(b) Calcule les longueurs OH et OK.

(c) Donne alors une valeur approchée de cos « et sin a.

3. Construis la tangente au cercle en I. Elle recoupe 1'angle IOz en N.
(a) Calcule la longueur I'N.

(b) Donne alors une valeur approchée de tan a.

Liens entre le cosinus, sinus et tangente d’un angle aigu

1. Applique le théoreme de Thales aux triangles OM H et OIN. Quelle formule obtient-on ?
2. Applique le théoreme de Pythagore au triangle O H M. Quelle formule obtient-on ?

8.1.3 Théoreme de ’angle inscrit

M M M
N L AN
)\
A A g A
B
Figure 1 Figure 2 Figure 3

1. Pour chacune des figures, que sont les angles AMB et AOB?

2. Pour la figure 1,
(a) Démontre que 2 x OMA = 180 — AOM et que AOB = 180 — AOM.
(b) Déduis-en I'expression de AOB en fonction de I'angle AMB.

3. Pour les figures 2 et 3,

(a) Reproduis les figures et complete-les en tracant le diametre [MN] du cercle C.

(b) En utilisant le résultat de la question 2b, exprime AON en fonction de AMN puis NOB
en fonction de NM B.

(c) Exprime AOB en fonction de AMB.

4. Enonce la propriété ainsi démontrée.
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8.2. Cours

8.2.1 Vocabulaire

Dans un triangle ABC rectangle en A :

B
\g le segment [BC| est 'hypoténuse.
& le segment [AC] est le coté adjacent a angle AC'B.
§ le segment [AB] est le coté opposé a l'angle AC'B.
n :
A Coté adjacent C

Rappel : Dans le triangle ABC' rectangle en A, on a

coté adjacent a I'angle ABC

cos ABC' = y
hypoténuse
ABC = — ACB = —
cos ABC BC cos AC' BC
8.2.2 Sinus et tangente d’un angle aigu
/ Yy Soit :L‘/O\y un angle aigu. Pour tout triangla
rectangle ayant xOy comme angle, on a
. —— cOté opposé a l'angle x/\Oy
N sin zOy = y
hypoténuse
o MN M'N
sinzQy = —— =
Y= 0N~ on
—  cOté opposé a 'angle x/\Oy
tan xOy = —
coté opposé a 'angle xOy
tan 200 MN M'N
anxOy = —— =
5 Y= oM~ om
¢ M J
Si ABC' est un triangle rectangle en A alors sin ABC' = olel et tan ABC = 1B
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8.2.3 Applications

Pour les calculs, on utilise le mode « degré » de la calculatrice.

Calculer une longueur

B
] 30°
A dem C
Dans le triangle RST rectangle en S, on a
Dans le triangle ABC' rectangle en C', on a _—— RS
sin RT'S = —
RT
_—  BC _ 4,1
B ; _
tan 30 — _C RT x sin63 =4,1
4 4,1
BC =4 x tan 30 RT = sin 63
BC ~2,3cm RT ~4,6cm

Calculer un angle

L
2em
% A
P2
O Dans le triangle I JK rectangle en I, on a
Dans le triangle LOA rectangle en O, on a

i = —= tan [JK = —
sin LAO Vi an 77

— —_ = 3

sinLAOzl’3 tan[JK:§
LAO ~ 41° TJK ~ 56°

8.2.4 Relations trigonométriques

Dans un triangle rectangle, si « désigne la mesure de I'un des angles aigus alors

sin x

(sinz)? 4 (cosz)? = 1 et tanz =
cos T

Remarque : On note également (sin )% = sin® z et (cos x)? = cos? x.
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8.2.5 Le théoréeme de I’angle inscrit

Vocabulaire
N A Soit C un cercle de centre O.
— On dit qu'un angle AM B est inscrit dans le cercle C lorsque son
sommet M appartient au cercle C et lorsque [MA] et [MB] sont
des cordes du cercle C.
On dit que 'angle AMB intercepte I'arc AB.
Exemple : 'angle MNB est un angle incrit dans le cercle C et il
A intercepte I'arc M B.
— L’angle AOB est ’angle au centre associé a ’angle inscrit AM B :
B ces deux angles interceptent le méme arc AB.

Enoncé du théoréme

Dans un cercle, la mesure d’'un angle inscrit est égale a la moitié de la mesure de
I’angle au centre associé.

m%@

Conséquence : Si deux angles inscrits interceptent le méme arc alors ces deux angles sont égaux.
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8.3. Exercices

Exercice 1 — trigo/exol
A

La voile d’une planche a voile a la forme ci-contre avec AF un arc de cercle de
centre B et de rayon AB. Les dimensions connues sont les suivantes : AD =
4,50m; DE =2,50m; AB=0,90m; CD = 0,40m; ABF = 60°.

Détermine l'aire de la voile.
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CHAPITRE 9

Les vecteurs
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9.1. Activités

9.1.1 Translation et vecteurs

1. Construis I'image du triangle 77 par la symétrie d’axe (M P).

2. Construis I'image du triangle 73 par la symétrie de centre N.

3. (a) Quelle est I'image du point C' par la translation qui transforme M en N7
(b) Quelle est 'image du triangle 7; par cette translation ?

4. (a) Quelle translation permet d’obtenir le triangle 75 a partir du triangle 7; 7
(b) Construis I'image du point P par cette translation.

5. Construis I'image du triangle 7; par la translation qui transforme B en K.

9.1.2 Vecteurs et parallélogramme

—_— —

— —
1. Soit 2 vecteurs AB et C'D tels que AB = CD.
Recopie et complete :
—_— —
— Comme AB = CD alors B est 'image de A par ....... ...,

— Comme B est 'image de Apar ... alors B est I'image de A par
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— Comme B est 'imagede Apar ............... .. qui ...... Aen B alors le
quadrilatere AB ... est un parallélogramme.

2. Soit IJK L un parallélogramme.
Recopie et complete :
— Comme [ JKL est un parallélogramme alors K est 'image de .............................

AT A qui transforme I en J.
— Comme K est 'image de ...
parla ................... qui transforme I en J alors K est 'image de ...................
DAL L o
— Comme K est 'image de ...
— —
DAL LA alors =
9.1.3 Composée de 2 translations
Somme de 2 vecteurs
—
1. Déplace la figure F par la translation de vecteur AB. On obtient la figure F;.
—
Déplace la figure F; par la translation de vecteur BC'. On obtient la figure .
Existe-t-il un déplacement qui envoie directement la figure F sur la figure Fs ?
—
2. Déplace la figure F par la translation de vecteur AB. On obtient la figure Fj.
—
Déplace la figure F; par la translation de vecteur BC'. On obtient la figure 5.
Existe-t-il un déplacement qui envoie directement la figure F sur la figure Fs ?
A G B
4 — — )
Dans les deux cas, on dit que la somme du vecteur AB et du vecteur BC' est le
—
vecteur AC' et on note
—_—  — —
AB+ BC = AC Relation de Chasles
- J
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3. Soit 4 points A, B, C, D. Complete
_— — _— — —_— —
AD+ DC = ... AC+CB BC+CD=...

Ou Pon retrouve le parallélogramme

M

Soit ABMC' un parallélogramme.
—

—
On souhaite construire la somme AB + AC.

B
A
1. Peut-on appliquer la relation de Chasles? Pourquoi?

3. Complete
—  — — —_—  — —
AB+ AC = AB + AB+ AC = ...+ AC
—  — —_—  — —
AB + AC = AB+ AC = AC + ..
—_—  —
AB+ AC =
— —
Si IJK L est un parallélogramme alors I J+IL=IK

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 33



College Paul Eluard - BEUVRAGES - Christophe Poulain

9.2. Cours

9.2.1 Définition

—
La translation qui transforme A en B s’appelle la translation de vecteur AB.

F
E
H
G
C M
— B
A AB

—

Si B, D, F, H sont les images respectives de A, C', FE et G par la translation de vecteur AB alors

—_— — — — =

AB=CD=FEF=GH = u

—_— — —
On dit que AB, CD,...sont des représentants du vecteur w .

— — — — ’

Si ERTY est un parallélogramme alors FR = YT et FY = RT.

— —
Si CV = LM alors le quadrilatere C'V M L est un parallélogramme. ’

M

Remarque A T'aide de cette propriété, on peut démontrer que deux segments ont le méme milieu
(diagonales d’un parallélogramme), que deux segments ont la méme longueur (cotés opposés d’un
parallélogramme),. . .

Exemple d’utlisation de ces propriétés Soit EFGH et GHIJ deux parallélogrammes. Démontre
que EFJI est un parallélogramme.

— —_
F Comme EFGH est un parallélogramme alors EF = HG.
—_ —
Comme GHIJ est un parallélogramme alors HG = I.J.
_ — —_— — —_—  —
Comme FF = HG et HG = 1J alors EF = 1J.
— —
Comme FEF = 1J alors le quadrilatere EFJI est un pa-
E rallélogramme.

I

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ ’4



College Paul Eluard - BEUVRAGES - Christophe Poulain

9.2.2 Composition de 2 translations

—

Si Fi est I'image d’une figure F par la translation de vecteur AB et si F5 est 'image de F; par la
—

translation de vecteur E'F alors la figure F; est I'image de la figure F par la translation de vecteur

— —
AB + EF.

/

(Relation deC Chasles )
Soit A, B et C trois points. Alors
14—) — A-—)
— B C+CB=AB
0
J
Remarques
o L’extrémité du 1¢ Vecteur est 1or1g1ne du 2° vecteur.
—_— —
e On a AB + BA AA Un tel vecteur AA est appelé vecteur nul et se note O
—

e On a AB + BA = 0 . Donc le vecteur BA s’appelle 'opposé du vecteur AB et se note —AB.

/Régle du parallélogramme
L

_---=77 Soit I, J et K trois points. Alors

/
- . 4 —  — —

K
{SQ“L IJ+IK =1L
J ou L est le point tel que IJLK soit un pa-
rallélogramme.
\€

~

J

Remarque Les vecteurs ont la méme origine.

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 85



College Paul Eluard - BEUVRAGES - Christophe Poulain

Application : calcul avec des vecteurs

g Sur la figure ci-contre, ABCD et ABEC sont des parallélogrammes. Evaluer
_— — —
la somme AB + AD + CFE.

B —_— — —
Comme ABCD est un parallélogramme alors AB + AD = AC d’apres la regle
R du parallélogramme. Donc

_— —s — _— —
AB+AD+CE=AC+CE

A _— —s — —
AB+ AD + CE = AE d’apres la relation de Chasles

D

Application : construction graphique de la somme de deux vecteurs

3 cas se présentent :
Les deux vecteurs ont la méme origine : on applique la regle de parallélogramme.
L’extrémité du 1°" vecteur est 1’origine du 2° vecteur : on applique la relation de Chasles.

Les deux vecteurs sont quelconques : on choisit une origine pour construire un représentant de
la somme des deux vecteurs et on se ramene a un des deux cas précédents.

Cas n°1 Cas n°2

9.2.3 Composée de deux symétries centrales

Si Fi est 'image d’une figure F par la symétrie centrale de centre O et si Fy est 'image de F;
par la symétrie centrale de centre O’ alors la figure F; est I'image de la figure F par la translation
—

de vecteur 2 x OO'.
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9.3. Exercices

Exercice 1 — vecteurs/exol

1. Construis un quadrilatere ABCD quelconque. On appelle O le centre de ce quadrilatere.

2. Construis les points I, J, K, L tels que

— —_— — — — —
Ol =0A+ OB 0OJ=0B+0C
— —_— — — — —
OK =0C+0D OL=0D+0OA

3. Précise la nature du quadrilatere I JK L.
4. Que peut-on dire de ce quadrilatere si
(a) AC=BD?
(b) AC = BD et les droites (AC) et (BD) sont perpendiculaires ?

Exercice 2 — vecteurs/exo2

Soit ABC un triangle tel que AB = 4cm, AC' = 3,5cm et CAB = 50". Soit M un point du segment
[AC].
— — — —_—
1. Contruis le point E tel que AE = BM et le point I tel que CF = BM.
2. Calcule la longueur E'F.

3. Quelle est la nature du quadrilatere EM BA? Justifie la réponse. Déduis-en ensuite la mesure
de 'angle FFEM.

Exercice 3 — vecteurs/exo3

Soit un triangle ABC'.
— — —

1. Construire les points D et F tels que BE = AB = DA.

— — —

2. Construire le point I tel que CI = CA+ CB.

3. Démontrer que

(a) DA+ BE = DB. (¢) CD+ BE = CA.
—_— —  — — — —
(b) CA+ DA+ BE = CE. (d) BI = CA.

Exercice 4 — vecteurs/exo4

On répondra aux questions sur la figure ci-dessous.

1. Construis le quadrilatere GHIJ, image du trapeze ABC D par la symétrie centrale de centre
0.

—_—
2. Construis le quadrilatere RSTU, image du trapeze ABC'D dans la translation de vecteur E'F.

—_—  —

3. Compare les vecteurs BS et C'T'. Justifie
Quelle est la nature du quadrilatere BSTC'?
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xo

Exercice 5 — vecteurs/exob

L’unité de longueur est le centimétre.
On considere un triangle ABC' tel que AB =7; AC =5; BC = 4.

1/ Construis le triangle ABC' en vraie grandeur.

—
2/ Construis le point M image du point C' par la translation de vecteur AB.
— —  —

3/ (a) Construis le point N tel que BN = BA + BC.
(b) Que représente le point C' pour le segment [MN]? Justifie.
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CHAPITRE 10

Repere et coordonnées
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10.1. Activités

Préliminaire

—_
Pour aller de R a K, on effectue une translation de vecteur RK ou graphiquement ................

On note ce déplacement (2;0).

—
Pour aller de K a S, on effectue une translation de vecteur K.S ou graphiquement.................
On note ce déplacement (0;1).

Pour aller de R a S, on effectue :
—_ —_—

— Soit une translation de vecteur RK suivie d'une translation de vecteur K'S c’est a dire graphique-
ment un déplacement (2;0) suivi d'un déplacement (0;1).
— Soit une translation de vecteur ...... ou graphiquement un déplacement (...;...).

—
On dit que les coordonnées du vecteur RS sont (...;...).

Partie 1
_— — —
1. Lis les coordonnées des vecteurs C'D, GH, E'F.

CD(...... S ) GH(...... P ) EF(...... L. )

—

(a) Place le point M tel que le vecteur EM ait pour coordonnées (2; —4).
(b) Lis graphiquement les coordonnées de M.

M(...... S )
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Partie 2

1.

—
(a) Soit le point N tel que le vecteur C'N ait pour coordonnées (15; —13). Calcule les coor-

données du point N.
—

. Soit A le point de coordonnées (x4;y4) et AB est le vecteur de coordonnées (a;b).

(a) Quelles sont les coordonnées (xg;yp) du point B?

(b) Explique pourquoi a = xg — x4 et b =yp — ya.

—
Si A et B ont pour coordonnées respectives (z4;y4) et (xp;yp) alors le vecteur AB a

pour coordonnées (rp — Ta;Yp — Ya)-

Soit A de coordonnées (2, 1) et B le point de coordonnées (—3, —4). Calcule les coordonnées du
—

vecteur AB puis vérifie graphiquement en plagant les points A et B dans le repere (O, I, ).

. Application Soit T" le milieu du segment [C'D] qui a pour coordonnées (z7;yr). Placer le point

T sur la figure.
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10.2. Cours

10.2.1 Coordonnées d’un point

Deux axes gradués de méme origine et perpendiculaires définissent un repere orthogonal.
De plus, si les axes possedent la méme unité de longueur alors le repere est dit orthonormeé.

A ,
axe des ordonnées

A

x

P m - Ym

|

|

|

I

|

|

|

|

|

|

|

|

L >
Ty 0] I axe des abscisses

Dans 'exemple ci-dessus, on dira que les coordonnées du point M sont (x s, yar), que celles du point
A sont (3;5) et que celles du point B sont (1; —3).

(Dans un repere quelconque, soit A et B deux points de coordonnées respectives (z 4; ¥y A)\
et (zp;yp). Alors les coordonnées du point K, milieu du segment [AB] sont

TA+ TR . :yA+yB
2 K 2

T —

- J

Exemple Sur la figure ci-dessus, le milieu K du segment [AB] a pour coordonnées

xK:SL’A—HUB yK:yA+yB
2 2
szﬂ yKZLF(_g)
2 2
4 2
IK—§ yK—§
.T}KZQ szl
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10.2.2 Coordonnées d’un vecteur

- N - - y )
Dans un repere quelconque, soit F et F deux points de coordonnées respectives
—

(xg;yr) et (zr;yr). Alors les coordonnées du vecteur E'F' sont

(SUF — Xg; Yr — ZJE)

\ J
A
A E
C >
0 I
D
B

Exemples

Sur la figure ci-dessus, on a

— —
AB(zp —2a; yp — ya) DC(xc —xp; Yo — Yp)
— —

AB(=3—-0; —2—2) DC(=5—4;0—(=1))
— —

AB(-3: —4) DC(=9; 1)

Vérification graphique Le déplacement rectiligne de A a B correspond graphiquement a un
déplacement horizontal de 3 unités dans le sens négatif suivi d’'un déplacement vertical de 4 unités
dans le sens négatif.

I Deux vecteurs égaux ont les mémes coordonnées.

10.2.3 Distance dans un repére orthonormé

(Dans un repere orthonormé, soit F et F' deux points de coordonnées respectives\
(xp;yp) et (zp;yr). Alors, on a

EF? = (zp —xp)* + (yr —yp)®? e EF =\/(zr —25)2+ (yr — yn)?

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 94



College Paul Eluard - BEUVRAGES - Christophe Poulain

D

Exemples Sur la figure ci-dessus, le repere est orthonormé : on a donc

AB? = (x5 — x4)” + (yp — ya)?
_ 2)2

AB? = (=3 -1)* 4 (~1
AB? = (—4)* + (-3)*
AB?=16+9

AB? =25

AB=5

CD? = (zp — xc)* + (yp — ye)?
CD? = (3—(=5))*+ (=1 —4)?
CD? = (3+45)* + (—5)
CD? =64+25
CD? =289

CD =389

Remarques Les réponses sont données dans I'unité de longueur commune aux deux axes.
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10.3. Exercices

Exercice 1 — reperes/exol

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J). L’unité choisie est le centimétre. Faire une figure
et la compléter au fur et a mesure.

1. Placer les points A(4;5), B(0; —3) et C(—6;0).
2. (a) Montrer que AB = v/80cm, AC = v/125¢cm et BC' = /45 em.
(b) En déduire que ABC' est un triangle rectangle. Préciser I’angle droit.
— —
3. (a) Construis le point D tel que AB = DC.
(

b) Démontrer que ABCD est un rectangle.

—

)
)
)
(c) Calculer les coordonnées de AB.
d) Vérifier a 'aide d’un calcul que les coordonnées du point D sont (—2;8).
)
)

a) Calculer les coordonnées du point K milieu du segment [AC].

(
4.
(b

Que représente le point K pour le quadrilatere ABC'D ?

Exercice 2 — reperes/exo2

Dans un repere orthonormal (O, I, J), on considere les points A(—4;3), B(3;2) et C'(1; —2). L'unité
graphique est le centimetre.

Partie A
1. Placer les points A, B et C' dans le repere (O, I, J) joint.

2. (a) Calculer la longueur AB.

(b) On admet que le calcul donne AC' = /50 et BC' = 1/20. Que peut-on en déduire pour le
triangle ABC'?

. Soit H le milieu du segment [BC]. Vérifier par le calcul que H a pour coordonnées (2;0).

-~ W

. Pourquoi le segment [AH] est-il une hauteur du triangle ABC'?
(a) Prouver que AH = 3+/5.
(b) Calculer I'aire du triangle ABC.

ot

Partie B

—
1. Calculer les coordonnées du vecteur AC.

—

2. Le point D est I'image du point B par la translation de vecteur AC'.
(a) Placer le point D.
(b) Montrer par le calcul que D a pour coordonnées (8; —3).

3. Quelle est la nature du quadrilatere ACDB 7 Justifier.
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CHAPITRE 11

La rotation
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11.1. Activités
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11.2. Cours

11.2.1 Image d’une figure par une rotation

O désigne un point, M un point différent de O et a la mesure d’un angle en degrés.
L’image M’ du point M par la rotation de centre O et de rayon a dans un sens précisé
est tel que :

e OM' =OM;

o MOM' = « en tenant compte du sens de la rotation ;

Remarque : Il existe deux sens de rotation :
— le sens des inverse des aiguilles d’'une montre : c’est le sens direct et c’est le plus utilisé O ;

— le sens des aiguilles d’'une montre : c’est le sens indirect

Constructions :

Rotation de sens direct O Rotation de sens indirect O
a

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/

Pour construire le point M’ image de M par
la rotation d’angle 140" dans le sens direct,
on trace la demi-droite [Ox) avec le rappor-
teur (angle 140°) puis avec le compas pointé
en O, on prend l'écartement OM et on le
reporte sur [Ox). Le point d’intersection est
I'image M’.

Cas particuliers :
Une rotation de centre O et d’angle 180° est une symétrie (centrale) de centre O.

Pour construire le point M’ image de M par
la rotation d’angle 60° dans le sens indirect,
on trace la demi-droite [Oz) avec le rap-
porteur tourné dans 'autre sens (angle 60°)
puis avec le compas pointé en O, on prend
I'écartement OM et on le reporte sur [Ozx).
Le point d’intersection est I'image M.
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Une rotation de centre O et d’angle 90° s’appelle un quart de tour.

11.2.2 Propriétés de conservation

(Soit A, B, C trois points et A’, B’, C' leurs images respectives par une rotation. )

e La rotation conserve les distances : A'B’' = AB.

e La rotation conserve les aires. .

e La rotation conserve les angles : ABC = A’B'C".

e La rotation conserve 'alignement : si A, B, C sont alignés alors A’, B’, C’ le sont
aussi.

e La rotation conserve les milieux : si C' est le milieu du segment [AB] alors C” est le
milieu du segment [A’B’].

e La rotation transforme un segment en un segment, une droite en une droite, une
demi-droite en une demi-droite.

\® La rotation transforme un cercle en un cercle de méme rayon. )

Exemple

La figure F’ est 'image de F par la rotation :

— de centre O,

— d’angle 1107,

— de sens direct.

F' et F sont superposables. Par cette rotation, A’, B’, C' sont les images respectives de A, B et

C.

e L’image du segment [AB] est le segment [A’'B’] et on a A’B' = AB.
e L’image du cercle de centre I et de rayon r est le cercle de centre I’ et de méme rayon.
e L’image de la droite (BC') est la droite (B'C").
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e Les images des deux droites paralleles (1K) et (C'B) sont deux droites paralleles : (I'K”) et (C'B’).
e Les images des deux droites perpendiculaires (1K) et (C'A) sont deux droites perpendiculaires :
(I'K") et (C"A").

11.2.3 Polygones réguliers

Un polygone régulier est un polygone dont tous les sommets sont sur un cercle et
dont tous les cotés ont la méme longueur.

Exemple : un triangle équilatéral ou un carré sont des polygones réguliers.

Tous les angles au centre d’un polygone régulier sont égaux.
Si n est le nombre de cotés de ce polygone régulier alors 'angle au centre est égal a %.
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11.3. Exercices

Exercice 1 — rotation/exol

Pour chacun des cas suivants, construis I'image de la figure F par la rotation dont les caractéristiques

sont données sur chacune des figures.

centre O, d’angle 40°, dans le sens positif

centre P, d’angle 110°, dans le sens négatif

xXP

Exercice 2 — rotation/exo2

centre B, d’angle 80°, dans le sens positif

&

centre J, d’angle 53°, dans le sens négatif

Sur les quadrillages ci-dessous, construis l'image F; de la figure F par la symétrie axiale d’axe
(EF); I'image F» de la figure F par la symétrie centrale de centre P ; I'image F3 de la figure F par
—

la translation de vecteur AB et I'image F; de la figure F par la rotation de centre O, d’angle 90°

dans le sens indiqué par la fleche.

xo

AX NXB
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Troisieme partie

Gestion de données
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CHAPITRE 12

Statistiques
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12.1. Activités

e Voici les résultats de la classe de 3N au premier controle de Mathématiques.
10-14-10—-18—-18—-3-12—-12—-12—-1-4-9,5—-1-6—-8—-6—8—-12—-4—-6—1—-2—-9—-14—12

1. (a) Combien y-avait-t-il d’éleves présents? ...... ... ..o

(b) Complete le tableau suivant.

Note 01]02[03]04|06|08[09]095|10 (121418
Effectifs 3|1

Effectifs Cumulés

Croissants

2. Rappelle la formule permettant de calculer la fréquence d’une valeur du caractere et complete
le tableau

Note 01102]03[04|06|08|109|09,5|10 (1214 |18
Fréquence en %

e Voici les résultats de la classe de 3N au deuxieme controle de Mathématiques.
4—-15-8-20—-12—-3-10—-12-8,5-4—-4—-9-0-7—-8,5—-7—-7T—-0—-6—-6—12—-17—-7—17

1. (a) Combien y-avait-t-il d’éleves présents? ......... ...

(b) Complete le tableau suivant.

Note 00 0304060708085 (09|10 1215|1720
Effectifs

Effectifs Cumulés

Croissants

Fréquence en %

12.1.1 Caractéristiques de position
La moyenne d’une série statistique

1. Calcule la moyenne du premier controle.
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2. Calcule la moyenne du deuxieme controle.

MQI

M, =

MQI...

La médiane d’une série statistique

1. Dans le premier devoir, on remarque que 12 éleves ont obtenu une note strictement inférieure
a 9 et 12 éleves ont obtenu une note strictementsupérieure a 9.
9 s’appelle la médiane de la série.

2. Dans le deuxieme devoir, on remarque que 12 éleves ont obtenu une note inférieure a ...et 12
éleves ont obtenu une note supérieure a . ...
Dans €& CaS, ..ttt

Les valeurs du caractere étant rangées par ordre croissant (ou décroissant),
la médiane d’une série statistique est la valeur du caractere qui partage la série
en deux parties de méme effectif.

12.1.2 Caractéristique de dispersion

Quelle est, pour le premier devoir, la différence entre la plus grande note et la plus petite note? ...
Quelle est, pour le deuxieme devoir, la différence entre la plus grande note et la plus petite note?. .

On appelle étendue d'une série statistique, la différence entre la plus grande et la
plus petite des valeurs du caractere.

12.1.3 Exemple

On étudie la durée d’utilisation de 20 ordinateurs et on obtient le tableau suivant :

Durée d’utilisation (années) | Effectif
0;2 2
2;4 3
[4; 6] 8
6; 8] 7
Calcule la moyenne, la médiane et I’étendue de cette série statistique.
1/ MOYEIIIE & oottt e e e e e
2/ MEAIANE 1 .o
3/ Btendue @ ...

www.melusine.eu.org/syracuse/poul ecl/ 108



College Paul Eluard - BEUVRAGES - Christophe Poulain

12.2. Cours

12.2.1 Caractéristiques de position d’une série statistique

Moyenne d’une série statistique

e Série représentée en liste
Une classe de 5° a fait un controle de mathématiques. Voici la liste des notes obtenues :
12,2,17,7,8,19, 2,10, 4,7, 7,11, 14, 7, 8, 12, 5, 10, 8, 5, 10, 11, 8, 12, 10, 14, 12.
Si l'on veut calculer la moyenne de ce controle, on additionne les notes et on divise par le nombre
de notes :

8, 11, 5,

8+11+5+...+10+ 14+ 12 _@_9 5
30 30 ’
e Série regroupée par valeurs dans un tableau
On peut aussi regrouper ces nombres dans le tableau suivant selon les valeurs des notes obtenues :

Notes 2045|7810 |11 12]14 |17 |19
Effectif 2113141514342 |11

La moyenne est alors une moyenne pondérée par les effectifs; on la calcule en multipliant
chaque valeur par Deffectif correspondant, en faisant la somme de ces produits et en divisant par
effectif total, soit :

2X 244X 1+5X3+.. +14x2+17x1+19x1 276

=—=09,2
30 30 ’
e Série regroupée par classe dans un tableau
On peut enfin regrouper ces nombres en classes dans le tableau suivant :
Notes 0<n<h|5<n<10110<n<1h|15<n<20 | TorAL
centre de la classe 2,5 7,5 12,5 17,5
Effectif 3 12 13 2 30

On considere alors que le centre de chaque classe représente la classe donc la moyenne de la série
ainsi regroupée en classesest égale a :

2,0 x3+7,5x12412,5x 134 17,5 x 2 _295N9 g3
30 T30 7

Remarques :

— La moyenne et la moyenne pondérée par les effcetifs sont égales.

— Le regroupement en classes permet des calculs plus rapides mais ne permet pas d’obtenir la valeur
exacte de la moyenne.

Médiane d’une série statistique

La médiane M d’une série statistique est la valeur qui partage le groupe étudié en
deux sous-groupes de méme effectif chacun tels que :

— tous les éléments du premier groupe on des valeurs inférieures ou égales a M ;

— tous les éléments du deuxieme groupe ont des valeurs supérieures ou égales a M.
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Application :
e Détermination de la médiane d’une série statistique
— A partir d’un tableau d’effectifs cumulés ou de fréquences cumulées
Exemple :
Sur une population de 75 feuilles de platane, on étudie la longueur en mm de la grande nervure.
On obtient le tableau statistique suivant :

Longueurs 102 | 112 | 122 | 132 | 142 | 152 | 162 | 172 | 182
Effectif 1 6 6 | 10 | 13 | 19 | 10 | 8 2
Effectif cumulé croissant | 1 7 1132336 B8] 65| 73] 75

Les feuilles étant rangées par longueurs croissantes, la case grisée indique que de la 37¢ a la 55°,
les feuilles ont pour longueur 152 mm.
Or 75 = 37+ 1 + 37 donc la médiane est la longueur de la 38° feuille c¢’est-a-dire 152 mm.

Rang : e 2¢ ... 36° 37¢ 38 39¢ ... 7hH°
Longueur : 102 112 ... 142 152 152 152 ... 182
N ~ " —_——

37 feuilles 37 feuilles

D’autre part, la longueur moyenne de ces feuilles est de :
102 x14112x64 122 x 6+ 132 x 104+ 142 x 134 152 x 194 162 x 10 4+ 172 x 8 + 182 x 2
B 75

m

10920
m=——

75
m = 145, 6 mm

donc la médiane et la moyenne sont (en général) différentes.

— A partir d’une représentation graphique
Une valeur approchée de la médiane peut étre obtenue a I’aide de la courbe polygonale des effec-
tifs cumulés croissants (ou des fréquences cumulées croissantes) en lisant la valeur correspondant
a la moitié de effectif total (ou a une fréquence cumulée égale a 50%). A la question ”Quelle
quantité d’eau buvez-vous par jour ?”, les 50 personnes interrogées ont donné des réponses qui
ont permis de tracer le polygone des effectifs cumulés croissants suivant :

Effectif cumulé
U e i it
48 F-—=———m = I
I I
I I
I I
42 fmmmm e . | !
T I I La courbe poll[ygonale des
: : effectifs cumulds croissants
: : est obtenue en :joignant par
B p-mmmmmmmm o ! ! ! des segments les points dont
! I ! labscisse est ute valeur de
I | I la série et dont l'ordonnée
25— | | | est Ueffectif cymulé crois-
: : : : sant corresponﬂant a cette
! ! ! valeur. !
o I I I
| | | | |
oo I I I
L |
12F------ : I : I |
1 | I | | | I
I o I I I
I o I I I
I o I I I
I o I I I
| Lo | | Quantité d’eau (enl)
| 1 | | | N |
05 08 1 1,5 2 2,5 3

M est environ égal a 0,81 : en effet, la moitié des personnes interrogées consomme moins de
0,81 par jour (ou la moitié des personnes interrogées consomme plus de 0,8 par jour).
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12.2.2 Une caractéristique de dispersion : I’étendue

L’étendue d’'une série statistique est égale a la différence entre la plus grande et la
plus petite valeur prises par cette série. Elle mesure la « dispersion » de cette série.

Les critéres de dispersion indiquent de quelle fagon les valeurs du caractere sont groupées (plus
ou moins resserrées) autour des valeurs « centrales » : I’étendue est le plus simple de ces parameétres.
En général, lorsque I'étendue est élevée, la dispersion est grande.

Exemple : pour la série avec les platanes, 1’'étendue est de 182 — 102 = 80 mm.
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12.3. Exercices

Exercice 1 — gestion/exol

Au CDI du college, la documentaliste a récapitulé dans le tableau ci-dessous, le nombre de livres
empruntés par niveau durant I’année scolaire.

Classes 6° 5¢ 4¢ 3¢ | Total
Nombre d’éleves 120 | 110 92 | 96
Nombre de livres 2540 | 1875 | 1835 7500
empruntés

1. Complete le tableau. On indiquera les calculs.
2. Calcule la fréquence en pourcentage de chaque niveau.

3. Quel est le nombre de livre moyen empruntés par chaque niveau ?

Exercice 2 — gestion/exo2

On considere le tableau de répartition des tailles pour un échantillon de 1000 hommes et de 1000

femmes adultes (source INSEE).
Dans cet échantillon,

Taille en cm | Hommes | Femmes 1. Quel est le nombre total d’adultes de taille stric-
140 < t < 150 10 38 tement inférieure a 170 cm ?

150 < t < 160 36 360 2. Quel est le nombre de femmes dont la taille est
160 < ¢t < 170 383 531 supérieure ou égale a 160 cm ?

170 <t <195 571 71

3. Calculer la taille moyenne chez les hommes et
chez les femmes.

Exercice 3 — gestion/exo3

Pour une période de 5 mois (150 jours), une facture d’eau se calcule de la maniere suivante : 70 francs
d’abonnement et 11 francs par m? d’eau consommée.

1. Pendant cette période de 5 mois, la famille Laurent a consommé 74 m? d’eau. Etablis le montant
de sa facture.

2. (a) La famille Cherrier a payé 1126 francs pour cette période. Quelle quantité d’eau a-t-elle
consommée ? (en m?)

(b) Pour la période suivante, la famille Cherrier décide de réduire sa consommation d’eau de
10%.
En supposant que les tarifs restent les mémes, quel sera la pourcentage de réduction sur
la nouvelle facture? Arrondis au dixieme le plus proche.

Exercice 4 — gestion/exo4

Soit. P le poids d’une personne en kg et T' sa taille en metres.

Le nombre I = — est appelé indice de corpulence.

Si I'indice de corpulence d’une personne est compris entre 25 et 30, cette personne est considérée
comme étant en surcharge de poids. Si le nombre [ est supérieur a 30, elle est considérée comme
obese.

1. Tom pese 75 kg et mesure 1,75 m. Calcule son indice de corpulence.
2. Jim est en surcharge de poids et mesure 1,60 m. Donne un encadrement de son poids.

3. Aux Etats-Unis, 'obésité est un probleme de santé publique important. Un étude révele que,
sur un échantillon de 2 625 personnes, 630 sont obeses.

Quel est le pourcentage de personnes obeses dans cet échantillon ?
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4. Sam se rend a un examen médical. La fiche de résultats indique :
66 kg soit 110% du poids idéal.

De combien de kilos doit-il maigrir s’il veut retrouver son poids idéal ?

Exercice 5 — gestion/exob

Pour étre vendues, les pommes doivent étre calibrées : elles sont réparties en caisses suivant la valeur
de leur diametre.

Dans un lot de pommes, un producteur a évalué le nombre de pommes pour chacun des six calibres
rencontrés dans le lot. I a obtenu le tableau suivant :

Calibre [55; 60[ | [60; 65[ | [65,70[ | [70, 75] | [75, 80[ | [80, 85|
(en mm)

Effectif 13 20 30 23 26 18
(nombre de

pommes)

Construis I'histogramme relatif a cet échantillon de pommes.
Combien de pommes ont un diametre de moins de 70 mm ?

Combien de pommes ont un diametre d’au moins 75 mm?

- W =

Calculer, par rapport a l'effectif total, le pourcentage de pommes dont le diametre d est tel que
70 < d < 80. On donnera le résultat a 10~! preés par exces.

5. Quel est le calibre moyen des pommes de ce producteur ?

Exercice 6 — gestion/exo6

Lors d’'une rentrée scolaire, les 352000 éleves de premiere d’enseignement général se répartissaient
de la fagon suivante : 76 000 en section littéraire (L), 86 000 en série économique et sociale (ES) et
190 000 en section scientifique.

Reproduis et complete le tableau ci-dessous puis représente cette répartition sous forme d’un dia-
gramme semi-circulaire de rayon 4 cm (il sera acoompagné d’une légende).

Sections L ES S Total
Nombres d’éleves | 76 000 | 86 000 | 190 000

Pourcentages 100%

Angles 180°

Exercice 7 — gestion/exo7

Dans un college, une enquéte est effectuée aupres des 250
éleves des classes de troisieme. Elle a pour but d’analyser

Montant m en € | Effectif éleves le montant trimestriel des dépenses consacrées a I’achat de
0<m<7 ) place de cinéma.
7T<m<14 25 Un extrait des résultats obtenus est consigné dans le ta-
14<m<21 20 bleau ci-contre, olt m représente le montant trimestriel en
21 <m < 28 15 € réservé a cette activité.
28 < m < 35 30 1. Combien y-a-t-il d’éleves qui dépensent moins de 63€
35 S m < 42 80 pour aller au cinéma ? Que remarque-t-on ?
42 <m < 49 15 = ,
19 < m <56 10 2. Calcule le ‘pourcentage d”eleygs consacrant moins de
56 < m < 63 20 42€ par trimestre pour ce loisir.

3. Calcule le montant moyen dépensé par chaque éleve
pour aller au cinéma.

Exercice 8 — gestion/exo8
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Dans 2 classes de 24 éleves chacune, on demande aux collégiens combien de temps ils passent dans
I'autobus pour se rendre au collége (tous prennent I’autobus).
1. Sachant que tous les éleves ont répondu, reproduis et complete le tableau ci-dessous présentant
les résultats de cette enquéte :

tempstenmin | 0 <t<15 |15 <t<30|30<t<45|t=>45
Effectif 6 24 3

2. Quel est Deffectif d’éleves qui passent au moins 30 minutes dans I'autobus pour se rendre au
college 7

3. Déduis-en le pourcentage d’éleves passant au moins une demi-heure dans l'autobus pour se
rendre au college.

4. Calcule le temps moyen que les éleves passent dans l'autobus pour se rendre au college. On
prendra ¢t = 60 minutes pour la derniere catégorie.

Exercice 9 — gestion/ex09

Voici la répartition de 300 appelés du contingent suivant leur taille ¢ en metre et leur poids P en kg.

y P 62,5 | 65 | 67,5 | 70 | 72,5 | 75 | 77,5 | 80
1,70 14 19| 8 1
1,75 2 120] 30 | 17| 4 1
1,80 7128 [36] 16 | 5 1
1,85 1 6 [19] 22 | 10| 4 2
1,90 4 5 8 7 3
1. (a) Fais un tableau A indiquant les différentes tailles et leur effectif.
(b) Fais un tableau B indiquant les différents poids et leur effectif.
2. (a) Complete le tableau A en indiquant les effectifs cumulés croissants.
(b) Complete le tableau B en indiquant les fréquences et les fréquences cumulées croissantes.
3. (a) Calcule le poids moyen des 300 appelés.
(b) Calcule la taille moyenne des 300 appelés.

Exercice 10 — gestion/exo10

Il a été procédé a un relevé de tailles d’un échantillon de 184 enfants. Ces tailles sont regroupées en
classes et exprimées en centimetres.

Taille | [145; 150[ | [150; 155] | [155, 160[ | [160, 165] | [165; 170]
Effectifs 3 43 46 74 18

1/ Calcule la fréquence en pourcentage de chaque catégorie de taille.
2/ Construis un diagramme semi-circulaire représentant la situation.
3/ Représente la situation par un histogramme.

4/ Calcule une valeur approchée de la moyenne de cette échantillon.

Exercice 11 — gestion/exol1l

Une usine teste la durée de vie en heures

d : durée de vie en heures | Nombre d’ampoules d’ampoules électriques. Les résultats de ce
1000 < d < 1200 450 test sont indiqués dans le tableau ci-contre.
1200 < d < 1400 550 1. Quel est le pourcentage d’ampoules qui
1400 < d < 1600 650 ont une durée de vie de moins de
1600 < d < 1800 500 1400h7?

1800 < d <2000 400 2. Calcule la durée de vie moyenne d’une

ampoule.
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Exercice 12 — gestion/exol2

Sur un troncon de route limité & 90 km.h~!, les gendarmes ont relevé les vitesses suivantes :

85 —-96 — 87 -90 - 8 — 103 — 102 — 84 — 101 — 91 - 76 —
92 -100-99 - 81 -89 -95-97 -89 -92 - 10588 — 90
— 103 - 78 — 81 - 95 - 100 — 89 — 94 — 100 — 92.

1. Etablis et complete le tableau ci-dessous :

classe de vitesses | 76-80 | 81-85
effectif

2. (a) Complete le tableau précédent par les effectifs cumulés croissants.

(b) Est-il vrai que moins de 50% des automobilistes controlés respectaient la limitation de
vitesse ?

3. Calculer la vitesse moyenne :
(a) a partir des données initiales

(b) a partir du tableau construit a la question 1.
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ANNEXE A

Compléments

A.1. Les quadrilateres particuliers

A.1.1 Démontrer un parallélogramme ?

o (P1) Utiliser la définition

Un pamllelogmmme est un ............qui a Ses CcOlEs o0pposés
..deux a deuz.

On sait que (AB) est . ..a (CD) et (AD) est .........a (BC)

donc ABCD est un . e

o (P2) Utiliser les dlagonales
Si les . ....d’un quadrilatére ont le méme .. .... alors c’est un .. ..
m On sait que I estle ...... de [EG] etde......
r donc EFGH est un . e

A.1.2 Démontrer un losange ?

o (L1) Utﬂiser la définition

Un losange est un . voo....dont les .........ont méme .........
D Onsaltque...---: St = =L
donc ABCD est un . :

o (L2) Utiliser les cotés d'un parallélogramme
H Stun...............a deux cotés ............de méme .........,

alors c’est un .........
On sait que EFGH est un ...............
et que ---=...

donc EFGH est un .
o (L3) Utiliser les diagonales d’'un parallelogramme

Y Stun ...............a ses diagonales ...............
L alors c’est un .........
v Y On sait que UVXY estun ...............
et que (UX)est ..o.oooeova ...
X donc UVXY est un .........
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A.1.3 Démontrer un rectangle ?

o (R1) Utiliser la définition
A

Siun ...............a...angles ......
D

alors c’est un .........

B Onsaitque@:...---:...---:...

donc ABCD estun .........

C
o (R2) Utiliser les diagonales d'un parallélogramme

R U Siun oo ses diagonales de méme .........alors c’est un

On sait que RSTU estun ...............

Stun ...............aun ...... droit alors c’estun .........

et que RT = ...
T donc RSTU est un .........
¢ (R3) Utiliser un parallélogramme et un angle droit
H
E
On sait que EFGH est un .. ....
et que ﬁE\F =...
. donc EFGH estun .........

A.1.4 Démontrer un carré?

o Utiliser le fait qu'un carré est a la foisun .........etun.........

— (C1) Utiliser un rectangle et deux cotés

St un rectangle a deuz .. ..

alors c’est un carré
— (C2) Utiliser les diagonales d’un rectangle

.....consécutifs de ...... longueur

Si un rectangle a ses diagonales ...............

alors c’est un carré

— (C3) Utiliser les diagonales d’'un losange
St un losange a ses .. ... ..
alors c’est un carré

— (C4) Utiliser un losange et un angle

St un losange a un ...........
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A.2. Périmetre et aire d’une surface

Aire d’une surface On note A I'aire d'une surface. On la mesure avec les unités obtenues a partir

du metre carré (m?). Pour les conversions, il y a deux rangs par unité.

Exemples :

Em? | hm? | dam? | m? | dm® | em?® | mm?
0 31 00 00
0 08 50

31m? = 0,31 dam? = 310000 cm? et 8,5dam? = 0,085 hm? = 850 m?.

Nom de la figure Représentation Périmetre et aire
«— Hh —»

Trapéze de pe- T ‘ »

tite base 57 de i P = somme des coOtés

grande base B et A M

de hauteur h il l 2

[ B 1

Parallélogramme
de coté c et de
hauteur relative
a ce coté h

P = somme des cotés

A=cxh

Losange de coté

¢, de grande dia- P =4c
gonale D et de dx D
petite diagonale _ -
d
— 71 ——
m =
Rectangle de lon- T P—201+1)
gueur L et de - AL xi
largeur [ =LX
' !
«— C —»
[] [
P =4c
Carré de coté ¢ ya
A
Triangle de coté s
¢ et de hauteur P = somme des cOtés
relative a ce coté A= cxh
h — 2
(——
Cercle et disque P =2nr
de rayon r A = 7r?
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A.3. Volume d’un solide

On note V le volume d’un solide. On le mesure avec les unités obtenues a partir du metre cube (m?).
Pour les conversions, il y a trois rangs par unité.

3 3 3 3 3 3 3

dam m dm cm mm
0 031 | 000
0 008 500

km hm

Exemples :
31m3 = 0,031 dam?® = 310000 dm? et 8,5 dam?® = 0,0085 hm? = 8 500 m?>.
Remarque : Il ne faut pas oublier que

ldm® =11
Nom du solide Représentation Volume
Parallélépipede rec- H G
tangle — Solide dont toutes | E "1
les faces sont des rectangles. Di F YV =AB x AD x AFE
Le cube en est un cas parti- LT T T —~C
culier. A B

Prisme — Solide composé de

deux bases polygonales pa- '
ralleles et dont toutes les faces
latérales sont des rectangles. / o
A est I'aire d’une base et h la ///

hauteur du prisme. ’
Cylindre — Solide engendré
(c’est-a-dire créé) par la ro-
tation d’un rectangle autour | YV =nx0A*x AB
d’un de ses axes de symétrie

V=Axh

ou d’un des ses coOtés. B A
Cone — Solide engendré par
la rotation d’un triangle rec- 7
tangle autour d'un des cotés |
de 'angle droit. '//
A est Daire de la base et h la
hauteur du cone.

- V:%xAxh

Pyramide — Solide composé
d’une base polygonale et dont
toutes les faces latérales sont
des triangles qui ont un som-
met commun S.

A est Paire de la base et h la
hauteur de la pyramide.

Sphere — La sphere de centre S
O et de rayon r est composée

. 4 3
de tous les points de ’espace V==-xnx0F
s . . 3
situés a la méme distance r du
point O.
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