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1 Sommedirecte 3

K désigne I'un des corps R ou C; E et F sont des K-espaces vectoriels; on note Ig (resp. |1g) I'application
identique de E (resp. de F).

1 Sommedirecte

Dans ce paragraphe, q est un entier au moinségal a2, et Ey, E, ... , Eq désignent des K-sous-espaces vectoriels
deE.

1.1 Somme

Définition 1.1 (Somme de sous-espaces vectoriels).
q q

OnnoteZ Ei I’ensemble{in / (X1, ...,Xq) € E1 x -+ x Eq};
i=1 i=1

Ziq=1 E; est appelé somme des sous-espaces vectoriels E; .

Remarques.
>, Ei estI'image de’ application linéaire w

WXy, ..., Xg) € Er x - x Eqg> X4 4+ Xq

Ains, " | Ej est un K-sous-espace vectoriel de E et W @ Eq x --- x Eq — Y., Ei = ImW est une application
linaire surjective.
Si Gi est unefamille génératrice de E;, (7, Gi est unefamille génératricede Y"1, E;.

1.2 Sommedirecte

Définition 1.2 (Somme directe de sous-espaces vectoriels).
Lasomme Ziq=1 E; est une somme directe si, et seulement s, I’ application linéaire ¥

W(X1,...,Xg) = X1+ -+ Xq

q
est unisomor phisme d’ espaces vectorielsentre Ey x - - - x Eq et Zﬂzl E; ; dansce cas, lasomme est notée@ E;.
i=1

Théoréme 1.1 (Caractérisation d’une somme directe).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) lasomme Y"1 | Ej et directe;

(i) laseule decomposition de Og dans Y | Ej estOg = 7, O ;
(i) vxe 31 B, 3(X1,...,Xg) € E1 x -~ x Eq, X =311 Xi

(iv) Vke[1,q-1], (X E) N Exgr = {Og}
Démonstration. Puisque W est une application lin&aire surjective, ¥ est un isomorphisme si, et seulement si, ¥
est injective.
(il) < ker¥ ={0g} < VWV estinjective < (i).
(iili) < WV est hijective < (i).

(i) = (iv) Soientk e [1,g—1] et x € (Zik=1 Ei) N Exq1; il existe donc (X1, ..., Xk) € E1 x -+ x E tel que

X=X+ -+ Xk, i.e

W (X1, . vny Xks 0Ek+1’ e, OEq) = W(0g,,...,0g, X, 0Ek+2’ e, OEq)
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et, puisque W est une application injective
(X1, -+ Xk OBy, - -+, Ogg) = (Ogy, - - -, Ofy, X, Ogy s - -+, OFy)

ce qui montre que X = Ok.
(iv) = (i) Supposons |’ application W noninjective; il existealors (xy, ..., Xq) € ker W\ {Og},i.e. X1+ ---+Xq = O
avec (Xi)1<i<q nontous nuls. On poseip = max{i / Xx; # 0} ; io est un entier au moins égal a2 et

ip—1

Xig = —(X1 + -+ + Xjp—1) € EigN (Z Ei)
i=1
ce qui est en contradiction avec I" hypothese; ainsi ker W est réduit a{Og} et W est une application injective. cqfd

1.3 Supplémentaire

Définition 1.3 (Sous-espace supplémentaire).
Deux sous-espaces vectoriels V et W de E sont dits supplémentaires si, et seulement si, E est lasomme directe de
V et W, soit

E=VoeWw

Théoreme 1.2 (Caractérisation des supplémentaires).
Les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) V et W sont supplémentaires (dans E) ;
(i) tout x de E s écrit de maniére uniquex = v +w avec (V,w) € V x W;
(i) V+W=EetVNW = {Og}.

Démonstration. C’est lademonstration précédentepourq =2etV + W = E. cqfd

Exemple 1.1. Si P est un polyndme de K[ X] dedegrén + 1, I’ensemble (P) = {AP / A € K[X]} desmultiples
de P et I’ensemble K[ X] des polyndmes de degré au plus n, sont supplémentaires dans K[ X].

K[X] = (P) & Kn[X] avecdegP =n+1

Démonstration. (P) et Ky[ X] sont des sous-espaces vectoriels de K[ X] et la division euclidienne des polyndmes
donne, pour tout B € K[ X], I'existence d’ un couple unique (A, R) € K[ X] x Kp[X] tel que B = AQ + R. cqgfd

14 Casdeladimension finie

Théoreme 1.3 (Somme directe et dimension).
S E est un espace vectoriel de dimension finie, la somme Ziq:l E; est directes, et seulement s,

q q
dim(Z Ei) = dimE;
i=1 i=1
Démonstration. ¥ : (X1,...,Xq) € E1 x--- x Eq—> X1+ -+ Xq € Zﬁzl E; est une application linéaire et
surjective; W est bijective si, et seulement si les espaces vectorielsE; x - - - x Eq et Ziq:l Ej ont mémedimension;
ordim(Ey x --- x Eq) = Ziq=1 dim E;, ce qui démontre I’ équivalence annoncée. cqfd
Corollaire (Cas des supplémentaires).

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et V un sous-espace vectoriel dedimension p (p < n);
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(i) tout supplémentaire de V est de dimensionn — p;
(ii) soit W un sous-espace vectoriel de dimensionn — p; W est un supplémentaire de V s, et seulement si,
V NW = {Og}, oubiensi, et seulementsi, V +W = E.
Démonstration.
HE=VeW — dmE =dmV @ W) =dmV +dmWw;

(i) seulelesréciprogues méritent une demonstration. Si VNW = {Og}, dim(V+W) = dimV+dimW =n =dimE,

edoncV+W=EedVOW=E.SIV+W=E,dmV +W) =dmE =n =dmV + dimW, ce qui
montrequeV & W = E.
cqfd

Remarque. La connaissance d’ un renseignement sur la dimension permet de diviser le travail par deux !

2 Deécomposition de E en somme directe

2.1 Applicationslinéaires

Théoréme 2.1 (Contruction d’applications linéair es).
SE= EBiq:l E; etsi, pour touti € [1,q], ui € L(Ej, F), il existe une unique application linéaireu € L(E, F)
telle que

Vie[lql, ulg=u

Démonstration.
Analyse. Si X = X1 + - - - 4 Xq est ladécomposition d'un vecteur x € E suivant les facteurs E;,
U(X) = U(X1) + - -+ + U(Xq) par linéarité (21
= U1(Xy) + -+ + Ug(Xq) car ulg;, = u; (2.2)

ce qui montre I unicité de u.

Synthése. Pour x € E, on pose u(x) = u1(X1) + - - - + Ug(Xq), ce qui définit u puisque ladécomposition X = X1 + - - - + Xq

est unique. Par construction u|g, = u; et u est une application lingaire car pour tout (A, i) € K2

X=X1+--+Xq, Y=Y1+---+Yqg = AX+uy = (AX1+ uy1) +---+ (AXq + uyq)

UAX + pny) = U1(AX1 + pny1) + - - - + Ug(AXq + 1yq)
= (Aug(x1) + pui(yr) + - - - + (Aug(Xq) + nug(yq))
= A(ur(xy) + - + Uq(Xq)) + m(us(yn) + - - - + Uq(yqg))
= AU(X) + pu(y)
cqfd

A) Projecteur
Soient E =V @& W et x = v + w ladécomposition de x suivant V et W ; on pose
pv X~V & pwiX—W
On aalors les propriétés suivantes :

pvopv=pv, Ppv+pPw=IEg, Ppvopw=pwopv =0,F
kerpy =W, Impy =ker(le —pv) =V, pviv=Iv, pviw=0sv

Réciproguement, si p est un endomorphisme de E qui vérifie po p= p,ona
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(i) Imp=ker(lg — p);
(ii) Imp et ker p sont supplémentaires (dans E) ;
(iii) pestleprojecteur dimagelm p = ker(lg — p) paralelement aker p, i.e.

Plimp=limp € Plkerp=0

B) Symétrievectoriele
S E =V & W, lasymétrie vectorielle par rapport & V et parallélement a W est I’ automorphisme s de E tel que

sX)=v—-w ie s=py—pw=2py—Ie

ou X = v+ w est ladécomposition de x suivant V & W.
On ales propriétés suivantes :

slv=1lv, slw=-lw, S=pv-—pw, le+s=2py

sos=1g, stl=s

Réciproguement, tout endomorphisme s de E qui vérifiesos = |g est la symétrie vectorielle par rapport a
ker(s — Ig) et paraldement aker(lg + s).
C) Affinitevectorielle

S E =V & W, I'affinité vectorielle de direction V, derapport A € K*, parallélement a W est | automorphisme a
de E tel que
axX) = Av+w

ou X = v + w est ladécomposition de x suivant V & W ; a est caractérisé par aly = Aly et ajw = lw et on peut
encore écrirea = Apy + pw.

D) Projecteursassociés a une déecomposition en somme directe
S E= EBiq:l Ei etsi x =X1 + - - + Xq est ladécomposition de x suivant |es facteurs E;, on pose:
Pi t X=X

pi est le projecteur sur E; parallelement acP;; E; et on ales propriétés suivantes
q
Pop=p. i#] = popj=pop=0 ) p=Ie
i=1

q
Imp = Ej, kerp :@Ej

=1

J#i

L’ application linéaire de (2.2) s écritu = uy o p1+ - - + Uq o Pqg.

2.2 Casdeladimension finie

Définition 2.1 (Base adaptée a une somme directe).
S E =@, Eiets B estunebasede E;, lafamille B = [, Bi est unebase de E ; elle est dite adaptée a la
décomposition en somme directe de E.
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Démonstration. #5 = Y ; dim E; = dim E ; il suffit de montrer que 53 est une famille génératrice, ce qui est le cas
puisque | J; Bi engendre ) ; E;. cqfd
Définition 2.2 (Base adaptée a un sous-espace vectoriel).

S F est un sous-espace vectoriel de E, toute base de E dont les premiers &léments constituent une base de F, est
dite adaptée a F.

Remarques.

L es bases adaptées permettent de donner des matrices « smples » d’ endomrphismes. Quelles sont les matrices des
projecteurs, des symétries et des affinités dans des bases adaptées?

Si Bestunebasede E, By, ... ,Bq une partition de B, E; le sous-espace vectoriel engendré par 5;, E est lasomme
directe des E; et B est une base adaptée a cette decomposition.

3 Applicationslinéaires

3.1 Isomorphismedetout supplémentaire du noyau avec I'image

Théoréme 3.1 (Théoreme du noyau et del’image).
Sue L(E, F) etV estunsupplémentaire de ker u, I'application

U:XeVr uXx elmu

définit un isomorphismede V sur Imu.
Démonstration. U est une application linéaire et

kerd={xeV/uXx) =0} =kerunV =0

ce qui montre I'injectivité de .
Pour touty € Imu, il existe x € E tel que u(x) = y; puisque E = V & keru, x se décompose en v + w avec
(v,w) e V x keru, et

Yy = u(X) = u(v) + u(w) = u(v) = ()
et montre la surjectivité de Q. cqfd
Corollaire (Théoremedu rang). S E est dedimension finie

dimE = rgu + dim(ker u)

Démonstration. G est un isomorphisme donc conserve ladimension et dimV = dim(Imu) = rgu; d autre part,
V et ker u sont supplémentaires dans E, donc dimE = dimV + dim(ker u). cqfd

Corollaire (Caractérisation desisomor phismes en dimension finie).
S E et F sont deux espaces vectoriels de méme dimension finie n et u une application linéaire de E vers F, alors

u est unisomorphisme <= uestinjective < dim(keru) =0
<= uestsurjective <= rgu=n

Démonstration. C’est une conséquenceimmédiateden = dim E = dim F = rgu+dim(ker u) et des équivalences
u estinjective <= keru = {Og} <= dim(keru) =0
ainsi que des équivalences
u est surjective <— Imu=F <= dim(Imu) =dimF
cqfd
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Corollaire (Caractérisation des automor phismes en dimension finie).
S E est un espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E

Ue GL(E) < uestinjective «= uestsurjective <= dim(keru) =0 <= rgu=n

3.2 Applications
A) Projection

Si V1 et V; sont deux supplémentaires dans E du méme sous-espace vectoriel W, la projection py, de E sur Vq
parallelement a W induit un isomorphisme de V, sur Vi.

C'est une application du théoréme du noyau et del’image: py, est une application lingaire d’image V1 et de noyau
W ; eleinduit un isomorphisme de V-, supplémentaire de W sur son image. En classe de troisiéme, ce théoreme
porte le nom de « Théoreme de Thalés ».

B) Formulede Grassmann

SV et W sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie, on a

dm(VnW) +dm +W) =dmV +dimW

L'applicationu : (v,w) € V x W > v+w e V + W est linéaire et surjective. Son noyau vérifie
keru={(viw) eVxW/v+w=0={(v,—-v)/ veVNW}
ker u est donc isomorphea Vv N'W, ce qui donne

dimkeru) = dim(V x W) —rgu=dimV +dmW —dim(V + W)

C) Polyndémesd’interpolation de L agrange

Comment déterminer les polyndmes P qui prennent des valeurs données sur une famille (), d’ éléments de K
distincts deux adeux ? En utilisant I’ application linéaire

u:PeKX]+ (P(@o),..., P(an)) e K"

Le noyau de u est constitué des polyndmes qui admettent pour racines les scalaires a;, i € [0, n] ; ker u est donc
I’ ensemble des multiples du polyndme N = []Lo(X — &). Puisgque N est un polyndme de degré n + 1, Kn[X]
est un supplémentaire de (N) = ker u, donc est isomorphe almu. Ainsi Imu est un sous-espace vectoriel de K"+1
de dimension dimKn[X] = n + 1, donc Imu = K™ et P - (P(ap), ..., P(ay)) réalise un isomorphisme de
Kn[X] sur K"*1,

X—

Pouri € [0, n]|, onpose Li = [];co.npj) r;’i Les L; sont sont des polyndmes de degré n qui vérifient

Y@, j) €10, n]]2, Li(aj) = 8ij
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Puisque > AiLi(a) = Y[oAidik = Ak, lafamille (Lo, ..., Ln) est une famille libre et maximale, donc une
base de Kn[ X] et

n
VP e Kn[X]. P =) P@)Li
i=0

_ n
(U|Kn[X]> 1()»o, cesAn) = Zki Li

n
U(P) = (Ao, ..., An) & JAeKp[X], P=ZAiLi+AN
i=0

Si Kn[X] et K" sont munies de leurs bases canoniques, déterminer lamatrice de Ulk,[x] €t soninverse.

4 Dualite

E est un K-espace vectoriel, que I’ on supposera non réduit a {Og}.

4.1 Espacedual

Définition 4.1 (Formelinéaire).
Une formelinéaire sur E est une application linéaire de E vers le corps des scalaires K.
Définition 4.2 (Espace dual ou dual).

Le dual de E est I'ensemble des formes linéaires sur E ; il est noté E*. Rappelons que E* = L(E, K) est un
K-espace vectoridl.

Remarques.
Toute forme linéaire non nulle sur E est derang 1, donc surjective.
Si E estdedimension finie, E* I'est aussi et

dmE* =dim£(E,K) =dimE

Exemples4.1.
Les formes linéaires sur K" sont du type

X1
@ (X1, ..., %) €K' > aXy+ -+ anXn = (a1, ... , an)
Xn

8a: T f(@, f — f:f eté, : f — f’(a) sont desformes linéaires sur, respectivement, C(R), C([a, b]) et
CL(R).
S E est de dimension finien, s B = (e1,... ,6en) estunebasede E et x = Z?=1Xj ej la décomposition de x
suivant B, les applications

@j 1 X € E > Xj

qui au vecteur x associent sa composante suivant e; relativement a B, sont des formes linéaires sur E; on les
appelleles formes linéaires coordonnées.
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4.2 Hyperplan

Définition 4.3 (Hyper plan).
Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel qui admet une droite (vectorielle) pour supplémentaire.

‘H estunhyperplan <— Jec E, E=H®D ="H d Ke

Remarques.
Tous les supplémentaires d’ un hyperplan sont des droites (vectorielles) puisgu’ils sont isomorphes.
Si E est dedimension finie n, les hyperplans de E sont |es sous-espaces vectoriels de E de dimensionn — 1.

A) Caractérisation al’aide desformeslinéaires

Proposition 4.1. 'H est un hyperplan si, et seulement si, 7 est le noyau d' une forme linéaire non nulle.
Démonstration.

Soitetel queH d Ke= E;ains vx € E, 3'(h, 1) e H xK, x=h+ reetl'applicationy : x € E > 1 € Kest
une forme linéaire sur E dont le noyau est H.
Soient g € E*\ {Og+} ete e E tel quep(e) £ 0; pourtout x € E, ona
¢(X)
X—Areckerg < 0=9p(X—16) =¢p(X) —Ap(€) < A= @
¢
ce qui montreque 3! (h, ) = (x — 1, 43 )e H x K et E = kerp @ Ke, i.e. ker ¢ est un hyperplan. cqfd

Remarque. Si ‘H est un hyperplan et ¢ une forme linéaire sur E de noyau H, on a
E=HoKe < ¢ #0 < e¢H

Ainsi, toute droite (vectorielle) D non contenue dans I hyperplan H est un supplémentaire de H.

B) Equation d’un hyperplan
Proposition 4.2. S 'H est un hyperplan noyau de la forme linéaire ¢, toute autre forme linéaire ¢ s'annule sur H
S, et seulement s, (¢, ¥) est liée.

Démonstration.

Puisque lafamille (¢, ¥) estliteet ¢ # 0, il existe L € Ktel quey = Ag; ains kery D kerg = H.

Si ¢ est une forme lingaire dont le noyau contient H = kerg, |y = 0= |y. S e¢ H; dorsy(e) = ap(e) en
posant o = %' ce qui montre que ¥ |xe = ap|ke. Par conséquent, ¥ = ag puisque cette égalité alieu sur H et
Ke supplémentaires dans E. cqfd

Remarque. ¢ est une équation de H ; cette équation est unique a un coefficient multiplicatif non nul prés.

C) Formeslinéaireset vecteursde E

Proposition 4.3. S e est un vecteur non nul de E, il existe une formelinéaire sur E qui vaut 1 ene.
Démonstration. Appelons H un hyperplan supplémentaire de la droite Ke et notons v une équation de H ; puisgque
e¢ H, (e #0et (Iﬂ(e))_lzp convient. cqfd
Corollaire. Leseul &éément de E qui annule toutes les formeslinéaires sur E est Og, i.e.

[ kerg = {Og}

peE*
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4.3 Baseduale

Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finien muni d'unebase B = (e1, ... ,€n); les
composantes relatives a B d' un vecteur x de E sont notées (x1, ... , Xn). Rappelons que E* est un espace vectoriel
de méme dimension que E.

Lesformes linéaire coordonnées ¢; : x > X; vérifient les relations d’ orthogonalité de Kronecker

VG, j) € [1.n]% ¢i(e)) = & (4.2)
Elles constituent une base de E* car elles forment une famille maximale et libre :
n n n n
D g =0 = Vje[Ln], 0= (Z)Lifﬂi)(ej) =Y hgi(g) =) Aidij =Aj
i=1 i=1 i=1 i=1

Définition 4.4 (Base duale).
Lafamille desformes linéaires coordonnées (¢ )1<i <n relatives aune base B constitue une base de E* ; on lanote
B* et on |’ appelle base duale de 5.

Remarques. Si ¢ est une forme linéaire sur E, la coordonnée de ¢ suivant ¢ est ¢(ej) car
n n n
¢ = Zkiﬁoi = ¢(gj) = Zkiwi(ej) = Zkirsij = Aj
i=1 i=1 i=1
Si B est une base de E, B* est I' unique base de E* qui vérifielesrelations 4.1.

4.4 Equation d’un hyperplan en dimension finie

On note (X1, ... , Xn) les coordonnées d' un vecteur x de E relativesalabase B = (eq, ... , ).
Théoréme 4.4. 'H est un hyperplan de E s, et seulement s, il existe (ay, ... , an) € K™\ {0} tel que
XeEH < aiXx1+---+anXn=0
Démonstration.
Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E de noyau 7 ; posons a; = ¢(€j) ce qui donne ¢ = Siiaig et
xXeH=kerg < 0=9px) =1 180X = aXx
S aiX1 + - - - + apnXp = 0 désigne une équation de H, posons ¢ = Zi”:la“pi ; ¢ est une forme linéaire non nulle
puisque les coefficients a; ne sont pas tous nuls et H = ker ¢. cqfd

Remarque. L’ équationaix; +- - -+ anXn = 0 est une équation de H, et toute autre équation byxs +- - - +bpxp =0
vérifie
3)"#0’ (b].? ,bn) Z)\.(al, ,an)

5 Trace

5.1 Traced'unematrice

Définition 5.1 (Trace d’une matrice).
A toute matrice carrée A = [&;;] d’ ordre n, on associe le nombre >, &i quel’on nomme trace de lamatrice A.

trA= Xn:a“
i=1
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Proposition 5.1 (Trace d’ une combinaison lin&aire de matrices).
tr est une forme lin&aire non nulle sur Mnp(K).

Démonstration. Elle est laissée aux soins du lecteur. cqfd

Remarque. On note E"1 |amatrice &émentaire de M, (K) dont tous les &éments sont nuls excepté celui al’inter-
section delai®™ ligne et de la j ™ colonne qui vaut 1; lafamille (E'- 1)1<. ,j<n €st une base de Mn (K) (appelée
base canonique de M, (K)). Labase duale B* = (¢ J)1<. j<n Vérifie

tr==§§:¢hi
i=1

ce qui montre que tr est une forme linéaire non nulle.

Corollaire. ker(tr) est un hyperplan de My (K) dont un supplémentaire est la droite (vectorielle) des matrices
scalaires, i.e. ladroite dirigée par Ip.

Mn(K) = ker(tr) & Klp

Démonstration. Puisgue tr est une forme linéaire non nulle, son noyau est un hyperplan; puisquetr I, = n # 0,
ladroite dirigée par |, est un supplémentaire de ker(tr). cqfd

Théoreme 5.2 (Traced’un produit de matrices).
S Aet B sont deux matrices, A detaillen x p et B detaille p x n, lestracesde AB et B A sont égales.

V(A, B) € Mn p(K) x Mpn(K), tr AB = tr BA

Démonstration. AB (resp. BA) est une matrice carrée d’ ordre n (resp. p) et

v

n p
tr AB =) (AB)ij = Z(Z by ) = Y3 ausbs
i=1 i s=1i=1
p P n
j=1 j j=1lr=1

cqfd

5.2 Matrices semblables

Définition 5.2 (Matrices semblables).
Deux matrices carrées d'ordre n A et B sont semblables S'il existe une matrice carrée d ordre n et inversible P
telleque B = P~1AP.

A e Mp(K) et B e Mp(K) sont semblables < 3P € GLn(K), B= P~1AP

Remarques.
Lamatrice unité d’'ordren |, n’est semblable qu'a elle méme.
Larelation « étre semblable a » est une relation d’ équivalence.

Théoreme 5.3 (Endomor phisme et matrices semblables).
S u est un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension finie et si 3 et B sont deux bases de E, les
matrices Matg(u) et Matg (u) sont semblables.
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Démonstration. Notons P la matrice de changement de bases de la base B ala base 55, matrice dont les colonnes
sont les composantes des vecteurs de B’ relativement a 3, soit P = Matg(B'). Dansce cas, ona:

Matg (u) = Matg (B)Matg(u)yMatg(B) = P~ Matg(u)P (5.1)
cqfd

Corollaire (Trace de deux matrices semblables).
Deux matrices semblables ont méme trace.

V(A, P) € Mn(K) x GLn(K), tr(P7IAP) =tr A

Démonstration.
tr(P~*AP) = tr(P~1(AP)) = tr((AP)P~ 1) = tr(A(PP™h)) =tr A cqfd

Remarque. tr(ABC) = tr(BCA) maistr(ABC) # tr(BAC) en général. Voici un contre-exemple :
EL2E21ELL = ELIELL — ELL —y yEL2E21ELY) —rEV = 1
E21EL2ELL — E22EL1 g — tr(EL2E21ELY) =0

5.3 Traced un endomorphisme
Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie et B et B’ deux bases de E, les matrices
Matg(u) et Matp (u) sont semblables et donc leurs traces sont égales, ce qui permet la

Définition 5.3 (Trace d’un endomor phisme).
On appelle trace d’ un endomor phisme la trace de I’ une quel conque de ses matrices.

tru = tr(Matg(u))

Remarque. tr est uneformelinéaire non nulle sur L(E) et L(E) = ker(tr) ® Klg

Proposition 5.4 (Trace d'un projecteur).
Latrace d un projecteur est égale a son rang.

Démonstration. Si p est un projecteur et B une base adaptée a la décomposition E = ker(lg — p) @ ker p, la
matrice de p relativement a cette base est

cequi montrequetrp=r =rgp. cqfd

Cette proposition ne caractérise pas les projecteurs: A = (2 %) aunetrace et un rang égaux a2, mais ne peut étre
un projecteur car tout projecteur de rang maximum est I’ identité.
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1 Groupe symétrique 17

1 Groupesymétrique

n désigne un entier au moins égal a 2.

11 Geénéralités
Définition 1.1 (Permutation).
Une permutation d’un ensemble X est une bijection de X sur lui-méme.

Définition 1.2 (Groupe symétrique).
&\, désigne I’ ensemble des permutations de [[1, n] ; on I’ appelle le groupe symétrique d’ ordre n. Une permutation
s € 6y, est notée

s 1 2 ... n-1 n
“\sd s@ ... s(in—1) s(n)
Définition 1.3 (Transposition).
Lapermutation qui échangei et | et laisse les autres & éments invariants est appelée transposition et est notée 7 j.

Définition 1.4 (Cycle).
Un cycle de longueur g (g < n) est une permutation ¢ telle qu'il existe un sous-ensemble a q ééments de
{ag, - -, ag} vérifiant

Cla)) =ap, c(@) =ag, ... ,C(@g-1) =ag, C(ag) =@
|es autres & éments restant invariants.

Exemples 1.1.
S, contient deux ééments : la permutation identique et |a transposition qui échange 1 et 2.
Les six éléments de &3 sont

o (12 3\,
— lapermutation identique: e = (1 2 3>'

. L 1 2 3 1 2 3 1 2 3)\.
— troistranspositions: t; = 13 2)2=\3 2 1 etz = > 1 3);

— deux cyclesdelongueur 3: ¢, = (; g i) etcy = (é i g)

Théoréme 1.1 (Structure de groupe pour Gy).
Muni de la composition des applications, G, est un groupe de cardinal n! et non commutatif pour n > 3.
Démonstration. Rappelons qu’ une structure de groupe nécessite uneloi de composition interne, associative, possédant
un éément neutre et un symétrique pour tout élément.

— (s1, ) > S1 0 est uneloi de composition interne : la composée de deux bijections est une bijection;

— lacomposition des applications est associative;

— I'identité de [ 1, n]|, que I’ on note e, est une permutation; ¢’ est I’ & ément neutre pour la composition;;

— s s est une permutation, s~ en est une.

(Gp, o) est donc un groupe. cqfd

Remarques. &, contient exactement (2) transpositions. Toute transposition est une involution : t o T = €; une
transposition est un cycle de longueur 2.
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1.2 Structured’une permutation

Theéoreme 1.2 (Décomposition d’une per mutation).
Toute permutation de &, est un produit d'au plus n transpositions.

Démonstration. Effectuons une récurrence sur n.
Sy estungroupe a2 éléments T et e = 1 o T ; lapropriété est donc vraie pour n = 2.
On suppose la propriété vraie au rang n. Soits € Gp1;

— sis(n+1) =n+1,onnotes’ lapermutation induite par larestriction des af[1, n] ; s’ est une permutation
de[1, n] et gréce al’ hypothese derécurrence, s’ = ;0 - - o7 aveck < n, ol |eSrj/ sont des transpositions
de &p. Onposetj(i) = rjf(i) sief[Ln]etzj(n+1) =n+1;lestj sont destranspositions de Sp1 €t
S=T1710---0T7k,

—sis(n+1) = p e [[1,n], rpns1 oS st une permutation qui laisse n + 1 invariant et on retrouve le cas
précédent ; on peut écrireque tpny1oS=rT110---otk a&veCk <N, efS=T1ppy1o0110--- 0T

Ainsi toute permutation s € Gp41 €st un produit d'au plus n + 1 transpositions.
L e théoreme de récurrence montre que la propriété est vraie pour tout n. cqfd

Remarque.
Ladécomposition en produit de transpositions n’est pas unique; par exemple

s (1 23 4 _ _
=\3 1 4 p)=T40T20TI3=T130T340T24

1.3 Signatured’une permutation

Définition 1.5 (Signature).
Soits € Gy ; ondit quelecouple (i, j) aveci < j, présente uneinversion pour ssi s(i) > s(j). Onnote | (s) le
nombre d'inversions de s et on appelle signature de la permutation s le nombre e(s) € {—1, 1} défini par

e(s) = (-1)'®

Lasignaturedel'identiteest 1: ¢(e) = 1.
Théoreme 1.3 (Signature d’une transposition).
La signature d’' une transposition est —1.

Démonstration. Soit T latransposition qui échangek etl, aveck < | :

(1 2 ... k=1 k k+1 ... I-12 1 I+1 ... n
=12 ... k=11 k+1 ... 1-1 k 141 ... n
Comptonsle nombre d'inversionsde t :
— lescouples (i, j) aveci € [1, k — 1 U[l, n]l eti < j ne présentent pasd'inversion;
— lecouple (k, j) avec k < | présente uneinversion si, et seulement si, j appartient a[[k + 1, 1], ce qui fait
| — Kk inversion(s);
—sie[[k+11—-1]eti < j,(,]) présente uneinversion s, et seulement si, j = |, cequi fait| — 1 —k
inversion(s).
cequidonnel (1) = (1 —k)+ (1 —1—k) =2( —k—1)+ 1; cenombreestimpair et e(r) = (—1)' @ = —1.
cqfd
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Considérons maintenant le produit

Vi = ]_[ (-D=[C-D]x[B=DB=2)]x--x[(N=D(N=2)...(n— (n—1))]
1<i<j<n
Pour s € &n, posons s - Vi = [[1¢j<n(S(i) — s(i)). Puisque s est une bijection, les () facteurs de Vi se
retrouvent, au signe prés, une et une seulefoisdanss - Vp et's- Vp = (—=1)! ©V, = £(s)V;y. Ainsi :
Proposition 1.4 (Expression dela signature). _ .
La signature d’ une permutation s € &, est donnée par : (s) = ]_[ w
<i<j<n T
Théoreme 1.5 (Signature d’un produit de per mutations).
¢ est un morphisme du groupe (&y, o) sur le groupe {1, —1} muni de la multiplication, i.e.

V(s1, %) € 62, £(s10%) = &(S1) X £(S2)

Démonstration. Ona: (s o0Sp) - Vn = S1- (82 V) = €(S1)(S2 - V) = e(S1)e(S2) V. Puisque (sp 0 S) - Vi =
£(s1 0 ) Vh, laformule annoncée est démontrée. cqfd

Corollaire. La signature d’ une permutation produit de p transpositions est (—1)P.

2 Applications multilinéaires

2.1 Applicationsbilinéaires

Définition 2.1 (Bilinéarité). Soient Ej, E; et F trois K-espaces vectoriels; une application f de E; x Ez a
valeurs dans F est bilinéaire si

(i) pourtoutx € E1, I'applicationy +— f(x,y) est linéaire;
(i) pourtouty € Ep, I'application x — f (X, y) est linéaire.

S F = K, on parle de forme bilinéaire.

Exemples 2.1.

Le produit scalaire est une forme bilinéaire sur R® x R3; le produit vectoriel est une application bilinéaire de
R3 x R®sur R3,

Soit A une K-algebre (par exemple K, K[ X], Mn(K), L(E)); les applications

fi:(x,y)—>xy, f:Xy)—>xy+yXx, fi:(Xy > XxXy—yX

sont des applications bilingairesde A x A vers A (le démontrer).

S A=KouK[X], f=2f1 et f3=0.

Si A= Mnp(K)ouL(E), fz n'est pas!’application nulle.

p:(f,9) f; f (t)g(t) dt est uneforme bilingaire sur C([a, b], K) x C([a, b], K).

¥ 1 (A, B) — tr(t AB) est une forme bilingaire sur Mp(K) x Mn(K).

Définition 2.2 (Symétrie, antisymétrie, alternance).

Soient E et F deux K-espaces vectorielset f une application bilinéaire de E x E avaeursdans F ; on dit que
(i) f estsymétriquesi V(x,y) € E2, f(x,y) = f(y,X);
(ii) f estantisymétriquesi V(x,y) € E2, f(x,y) = —f(y,X);

(iii) f estalternéesivVx e E, f(X,X) =0f;
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Exemples 2.2.

Le produit scalaire est symétrique, le produit vectoriel est antisymétrique.

fo est symétrique, f3 est antisymétrique et f1 est symétrique si, et seulement si, A est une algebre commutative.
@ est symétrique.

Y est symétrique.

Theéoreme 2.1 (Antisymétrie et alternance).

S f est uneapplication bilinéairede E x E dans F, f est antisymétrique si, et seulement si, f est alternée.

Démonstration.
Pour tout x € E, f(x,X) = — f (X, X) puisque f est antisymétrique, donc f (x, X) = Of.
Pour tout (x, y) € E2, on peut écrire

f(X+y,x+y) =0 puisque f est alternée
=fXx+y)+ fy,x+Yy)
=f,xX)+ oy + fy,x)+ fy,y) puisque f est bilinéaire
=fXxy + f(y,x) puisque f est alternee
ce qui montre que f (x,y) = —f(y, ). cqfd

2.2 Applications p-linéaires

p désigne un entier au moins égal a 2.
Définitions 2.3 (Application et forme p-linéaires).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels; une application f de EP avaleursdans F est dite p-linaire si elle est
linéaire par rapport a chacune de ses variables, i.e. s pour tout j € [1, p]] et pour toutax € E, k € [1, p] \ {j},
les applications

xe Er f(ag,...,aj_1,X,8j41,...,8p) € F

sont linéaires.
L’ ensemble des applications p-linéaires de E dans F est noté L (E, F).
Les applications p-linéaires de E vers le corps des scalaires K sont appel ées formes p-lingaires sur E.

Exemples 2.3.

(i) Si @1, ... ,pp sont desformeslinéaires sur E, |’ application

fi(xe,...,Xp) € EP > @1(X1) X - -+ X ¢p(Xp)

est une forme p-linéaire sur E.

(ii) L’ application déterminant

X1 Y

X,y) € K2 x K2
X, y) Ko | v

= X1y2 — Xoy1

est une forme 2-linéaire (ou bilinéaire) sur K.

(iii) L' application déterminant

X1 Y1 71
X2 Y2 2
X3 Y3 Z3

x,y,2) e K3x K3 x K3 >

= (X1Y2Z3 + X2Y3Z1 + X3Y1Z2) — (X3Y2Z1 + X1Y3Z2 + X2Y123)

est une forme 3-linéaire (ou trilinéaire) sur K3,
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Proposition 2.2.

(i) L’ application nulle de EP vers F est alafois p-linéaire et linéaire.
(ii) S f estuneapplication p-linéaire de E dans F, et si I’un des vecteurs x; est nul, le vecteur f (X, ..., Xp)
est nul.
(iii) Lp(E, F) est un K-espace vectoriel.

Démonstration.

(ii) f est uneapplication linéaire par rapport asaie variable, et I'image de Og par une application linéaire est Of .
(iii) Lp(E, F) est un sous-espace vectoriel de |’ espace de toutes les applications de EP vers F.

cqfd

Définitions 2.4 (Symétrie, antisymétrie et alternance).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application p-linéaire sur E avaleurs dans F ; on dit que

— f estsymétriquesi V(x1, ... ,xp) € EP, V(i, j) € [1, p],
i< = f(...%,....X,...0)=F(.. . X,....%,...)
— f estantisymétriquesi V(xs, ... ,Xp) € EP, V(i, j) € [1, p]l,
i<j = f(...%X,....X,...)=—"FC...Xj,....X,...)
— f estalternées V(xa, ... ,Xp) € EP, V(i, j) € [1, p].
i<jetxi=x; = f(..,X,...,Xj,...)=0F

Exemples 2.4. Reprenons les exemples précédents.

(i) f est symétrique
(ii) et iii. Les déterminants sont antisymétriques et alternés. Pourquoi ?

0

Proposition 2.3. L'ensemble des applications n-linéaires symétriques et I’ ensemble des applications n-linéaires
alternées de E avaleurs dans F sont des sous-espaces vectorielsde Lp(E, F).

Démonstration.

Prenez vos ardoises et vos crayons.
Ecrivez-moi cette démonstration.

cqfd
Théoreme 2.4 (Symétrie et per mutation).
Soit f une application p-linéaire de E vers F ; les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f estsymétrique;
(ii) pour toute permutations € S et tout (Xg, ..., Xp) € EP

f(Xs), .- -5 Xs(p)) = F (X1, ..., Xp)

Démonstration.

Latransposition 7 j € & qui échangei et j donnela symétrie.

La symétrie montre que la propriété est vraie pour toute transposition, et, puisqu’ une permutation est un produit
de transpositions, une récurrence sur le nombre de transpositions montre | e résultat. cqfd

Théoreme 2.5 (Antisymétrie, alternance et per mutation).
Soit f une application p-linéaire de E vers F ; les propriétés suivantes sont éguivalentes :
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(i) f estalternée;
(ii) f estantisymétrique;
(iii) pour toute permutations € S et tout (X, ..., Xp) € EP

f(Xs)s - -5 Xs(p)) = €(8) (X, ..., Xp)

Démonstration.
i.<=ii.Soient1<i < j < petl'application

0i,j - Xi,Xj) € E2 FCo X, X, )

gi,j est bilinéaire puisque f est p-linéaire; donc g; j est antisymétrique si, et seulement si, g j est alternée, ce qui
montre |’ équivalence.

iii. «<=ii. Il suffit de prendre une transposition et f est antisymétrique puisque la signature d’ une transposition est —1.

ii. = iii. Laformule est vraie pour les transpositions. Puisque toute permutation s € & se décompose en un produit
de transpositionss = 73 o - - - o 7 €t puisque la signature de s vaut (—1)¥, une récurrence, sur le nombre k de
transpositions, acheve la démonstration. cqfd

Théoreme 2.6 (Regle de calcul).

On ne change pas la valeur prise par une application p-linéaire alternée sur un p-uple de EP en ajoutant al’un
des vecteurs une combinaison linéaire des autres vecteurs.

En particulier, toute application p-linéaire alternée prend la valeur O sur tout p-uple qui constitue une famille
liée.

Démonstration. Soit f une application p-linéaire alternée sur E. En gjoutant la combinaison linéaire Z#k AjXj
au vecteur xy, on obtient

f(...,Xk~I—Z)Lij,...)= f(...,Xk,...)+Z)Ljf(...,xj,...,xj,..-)

j#k j#k
=f(..,%,...) car f est alternée
Silafamille (xg, ... , Xp) est liée, I'un des vecteurs, par exemple X, est combinaison des autres vecteurs, et

FloXi ) =0 ) X ) =Y A (X Xj,...) =0OF
jk ik

puisque f est alternée. cqfd

Remarques.

S E est un espace vectoriel de dimension finie, la seule application p-linéaire aternée, avec p > dimE, est
I"application nulle, car, dans ce cas, toute famille de p vecteurs est liée. Les seuls cas intéressants sont ceux ou
p < dim E. Le programme nous demande d' étudier lecasou p = dimE = n.

Soient E un espace vectoriel de dimension 2, B = (e, &) une base de E et f une application bilinéaire alternge
sur E. Décomposons X = X161 + X2& ety = yi1€1 + Y26 sur labase B. On obtient :

f(X,y) = xey1f(er, ) + xaya f (e, &) + Xoy1 T (€2, €1) + Xoyo f (€2, €0)
= (X1y2 — Xoy1) f(e1, &) car f est adternée
_ X

Y1
= f(eL
X2 Yo (e1, &)

et on retrouve le déterminant des deux vecteurs x et y dans la base 5.
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Envisageons le cas d’'un espace vectoriel E de dimension 3, muni d'une base B = (e, e, €3). S f est une
application trilinéaire alternée sur E, on obtient, de maniére analogue en ne notant que les termes non nuls:

f(X,Y,2) = x1y223f (€1, &, €3) + X1Y32> f (€3, €362) + Xoy1Z3f (€2, €1, €3)
+ x2y321 f (€2, €3, €1) + X3y122 f (€3, €1, €2) + X3Y221 f (€3, €2, €1)
= ((X1Y223 + X2Y3Z1 + X3y122) — (X3Y2Z1 + X1Y3Z2 + X2Y123)) f (€1, €, €3)

X1 Y1 21
X2 Y2 22
X3 Y3 Z3

f(e1, e, e3)

On retrouve le déterminant destrois vecteurs x, y et z dansla base 5.

3 Déterminant den vecteurs
Dans cette section, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni dune base B = (eq, ..., en);

labase dude B* = (¢1, ..., ¢n) est définie par ¢j (X) = X; la coordonnée derang i relative & B. Nous étudions
I’ensemble A}, (E) des formes n-linéaires alternées définiessur E et f désigne une telle forme.

3.1 Deéterminant den vecteursdanslabase B

Soit (X1, ..., Xn) € E"; lescomposantes de x; dans 3 sont notées &; j et pour f € A} (E), on écrit

n
foxa, ... ) = f (Z 8118, X2, - - - Xn)
i1=1

n
Z ai,1f(e,, X2, ..., %n) linéaritede f par rapport ax;

i1=1
= Z i,1...8,nf(&,,....a,) nlintaritede f
1<ig,...in<N
Etant donnés (i1, ..., in) € [1, n]", onposes(k) = ik pour k € [1, n]. Si s n’est pasinjective, deux vecteurs e,

sont égaux et, puisgue que f est alternée,
f(alv-"san) = f(eS(l)9’eS(n))=O
Sinon s est bijective et appartient a G, et

f@,....68,)="T(sq,....6m) =¢c()f(er...,en)

Ainsi
foa,. o) = > @18 f@,....8,)
1<i1,...,in<n
= Y asw.1---asmnf (@) .- Esn)
seBGy,
= ( Z e(Sasw,1--- as(n),n) f(ey,...,en)
seGy

n
= (X e® [Tasii)feer....en)
j=1

seGy ]
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Posonsi = s(j) soit j = s™1(i); on obtient [T_; as(j).j = [TiL1 & s-1): comme I'application s — s~ est
une bijection de &, (C'est méme une involution) et e(s™1) = &(s)~1 = &(s), on peut écrire, en effectuant le
changement d'indice de sommation o = s~1

n n n
2o e®[Jasipi= 2 e H]asi =D c@]]asw

seGy, j=1 seGn i=1 oceBp i=1

Définition 3.1 (Déterminant de n vecteur s dans une base).

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finien et B = (e, ... , €,) une base de E ; on appelle déterminant
dansla base B et I’on note detj, I’ unique forme n-linéaire aternée sur E qui prend lavaleur 1 sur B.

Si pour tout j € [1,n], X; = Zi”:lai,ja, le scalaire det(xy, ... , Xn), appelé déterminant dans la base B du
n-uple (X1, ... , Xn) € E", admet deux expressions

n n
detoxa, . x) = > &9 [ asiy = - e® [[aso 3.1
i=1

seGy j=1 seGy

Démonstration. L’ essentiel aété vu avant I’ énoncé du théoréme; reste a prouver |’ existence de ce gros machin.
En utilisant les éléments ¢; de la base duale, on obtient

n n

as(j.j = [ [ esih Xj) = @say(X1) x -+ x @s(n) (Xn)
1 j=1

J

ce qui montre la n-linéarité de ces produits par rapport a (X1, ... , Xn) €t lan-linéarité de det B par combinaison
linéaire.

Soit T une transposition de G, ; comme s — So t est une bijection de &, (¢’ est méme une involution) et puisque
e(sot1) = ¢&(S)e(r) = —e(S), On peut écrire

n n
dgt(xr(l)» co Xem) = Z 8(5)1_[34',5(10)) = Z —&(so T)l_[ai,s(r(i))

seGn i=1 seGn i=1
n
=— Y e ]]acn
0eBp i=1
en utilisant le changement d'indiceo = so t. cqfd

Théoréme 3.1 (Dimension de A} (E)).
L’ espace vectoriel Ay, (E) desformesn-linéaires alternées sur un espace vectoriel E de dimension n est de dimen-
sion 1; il admet pour base (detg) et

Ve ANE), f=f(e1,...,aq)d§t= f(B)dgt (3.2
Théoreme 3.2 (Déterminant d’un systeme triangulaire de vecteurs).
S chagque vecteur x; est combinaison linéaire des vecteurs (ey, . .. , €j), autrement dit, si g j = Opour i > j,
a1 a12 ... ain N
0 a2 ... an| _ =
oa = 0 R ~[]a @3
0 0 an,n

Démonstration. Soits € &y, telle qu'il existe jo avec s(jo) > jo; alorsasjy).jo = 0 € [1]_; as(j).j = 0. Dansla
somme qui définit det(x4, ... , Xn), seulsles permutations s pour lesquelless(j) < j pour tout j € [1, n]] peuvent
données un produit non nul, ce qui impose a s d' &tre la permutation identique et donne le résultat. cqfd
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3.2 Caractérisation desbases

Theéoreme 3.3 (Passage d' une base a une autre).
S B et B sont deux basesde E et V un n-uplede E", ona

dgt(B’) X %gt(B) =1 (3.4
det(V) = det(B) x det 35
B,(V) B’()XB(V) (3.5)
Démonstration. detp est une forme n-linéaire alternée a qui on applique laformule 3.2, soit
det = det(B) det
B B B

En prenant la valeur de ces expressions en B’ et en 1, on obtient les résultats. cqfd

Théoreme 3.4 (Car actérisation des bases).
SV =(v,...,Vn et unefamille de n vecteurs d un espace vectoriel dedimension n et si B est une base de E,

VY estunebasede E < detg(V) #0

Démonstration.

Si V est une base de E, detp (V) n'est pasnul, car detg (V) x dety,(B) = 1.
Par contraposée; si V n'est pasune base de E, V est unefamilleliée (V est maximale) et donc detz (V) = 0 (image
d'une famille liée par une forme n-linéaire alternée). cqfd

Exemples 3.1.
(i) (1, j) est une base du R-espace vectoriel C.
Onnote B = (1, i) labase canonique du R-espace vectoriel C et

1

det(l, j) =
@D =1,

(ii) Toute famille de (n + 1) polyndmes de K[ X] et échelonnés en degré est une base de Kn[ X].

Onnote B = (1, X,..., X™) la base canonique de Kn[X]; si Px est un polyndme de degré k < n, on pose
P = z};oa,kx' avec ay k # 0; lafamille (P, P, ..., Py) est un systemetriangulaire de vecteurs et laformule
(3.3) donne

n
det(Po, Py, ..., P = [ Jakk # 0
5 k=0

3.3 Orientation d’un R-espace vectoriel

Dans ce paragraphe, E est un espace vectoriel réel ; on ne peut orienter que des espaces sur le corps desréels.

Définition 3.2 (Orientation de deux bases).
Deux bases ordonnées BB et B’ du méme R-espace vectoriel E ont méme orientation si

det(B’) > 0
< B) >
Cette propriété définit une relation d’ equivalence sur lesbases de E :

— réflexivité: detg(B) = 1 > 0;
— symétrie: detp(B') > Oimplique dets (B) = (detp(8)) " > 0
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— transitivité: detg(B’') > O et detp (B”) > 0implique detg(B”) = detp(B’) x detg (B”) > 0

Une base C de E étant choisie, cette relation d’ équivalence définit une partition de I’ ensembles des bases de E en
deux classes: CT etC™ :

— C™ est I'ensemble des bases B de E de méme orientation que C : dete (B) > 0;
— C~ est|’ensemble des bases BB de E ayant I’ orientation opposée acelledeC : dete(B) < O.

Choisir une de ces classes, ¢'est, par définition, orienter I’ espace vectoriel réel E : toutes les bases appartenant a
cette classe sont appelées directes ou positivement orientées, les bases appartenant a |’ autre classe sont appelées
indirectes, rétrogrades ou négativement orientées.

Dans R?, on décide que la base canonique (e1, &) est directe et que labase (e2, e;) est rétrograde.

Dans R, on décide que labase canonique (e1, e, e3) est directe; lesbases (e, €3, €1) et (€3, 1, &) sont directes;
les bases (e1, €3, &), (&2, €1, €3) € (—e1, e, €3) sont rétrogrades (utilisez un calcul de déterminant ou un petit
coup de tire-bouchon, technigque bien connue de tous les amateurs de physique, ... et de bon vin).

4 Déterminant d’un endomor phisme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finien > 0O muni d'une base B = (eq, ... , &) € u un endomor-
phisme de E. A toute forme n-linéaire alternée f sur E, on associe I’ application ¢y ( f) définie par :

pu(f) 1 (X1, ..., Xn) € E" > f(uxp), ..., u(xn) € K (4.2)

L' application ¢, ( f) est une forme n-linéaire, car u est linéaire et f est n-linéaire alternée. D’ autre part, |" appli-
cation ¢y : f — @u(f) est lingaire; ¢, est donc un endomorphisme de la droite vectorielle A} (E), donc une
homothétie, ce qui donnele

Lemme4.1. S u est un endomorphisme d' un K-espace vectoriel E de dimension finie n, il existe un unique
scalaire A tel que

Ve ANE), Y(X1, ..., Xn), f(UXD), ..., u(xn)) =2f(Xs, ..., Xn) (4.2)

Définition 4.1 (Déterminant d’ un endomor phisme).
Ce scalaire est appelé déterminant de u et noté det u.

Corollaire (Expression du déterminant d’un endomor phisme).
S B est une base (quelconque) de E, e déterminant de u se calcule par

detu = detg(u(ey), ... , u(en))

Démonstration. On utilise f = detg et (X1, ... ,Xn) = (€1, ..., &) = B danslaformule (4.2). cqfd

Remarque. L’ expression du déterminant dans laformule précédente, est indépendante de la base 3 choisie.
Théoreme 4.2 (Propriétés du déterminant d’ un endomor phisme).
S E est un K-espace vectoriel de dimension n, ona
(i) detlg =1;
(ii) Yu e L(E), VA € K, det(Au) = A" det(u);
(i) Y(u,v) € L(E)?, det(uov) = detu x detv.
Démonstration. Utilisons |’ expression du déterminant d’ un endomorphisme relativement a une base;
(i) det(1g) = detg(B) = 1;
(i) det(ru) = detg(ru(er), ... , Au(en)) = A" det(u(er), ... , u(en)) = A" detu;
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(iii) laformule (4.2) appliquée a f = det et (X1, ..., Xn) = (v(€1), ..., v(en)) donne
det(u o v) = dgt(u(v(el)), o u(v(en))) = detu det(vey). .., u(en)) = detu detu

cqfd
Remarque. En général, det(u + v) est différent de detu + detv. Donnonsun exemple: sin > 2, det(lg + Ig) =
detRlg) = 2" £ detlg + detlg = 2.
Théoréme 4.3 (Caractérisation des automor phismes).

Soit u est un endomor phisme d’ un K-espace vectoriel E dedimension finien > 0; u est inversible si, et seulement
si, son déterminant n’est pas nul, et, dans ce cas, detu=! = (detu)~1.

Ue GL(E) < detu +# Oet, danscecas, det(u™1) = (detu)~?!

Démonstration. Soit B = (ey, ... , &) unebasede E ; u estinversibles, et seulement si, n = rgu = rg(u(ey), . . . , u(en)),
i.e. s, et seulement si, u(3) est une base de E, soit S, et seulement si, 0 #~ detg u(B) = detu.

Si uestinversible u=lou = Ig; on obtient 1 = det I = det(u o u™1) = det(u=1) detu, ce qui montre que
detu~! = (detu)~1. cqfd

5 Déterminant d’'unematricecarree

Considérons une matrice carrée M d'ordre n > 1 a coefficients dans K ; on note & j le terme général de cette
matrice et Cy, ... ,Cp ses vecteurs colonnes; on écriraindifferemment : M = [&; j] = (Cy, ..., Cp).

Appelons€ = (Ey, ... , Ep) labase canonique de Mp 1(K) ; lescalaire g j s interprete comme lacomposante du
vecteur colonne C; suivant E; relativement &labase canonique C, ce qui donne la

Définition 5.1 (Déterminant d’ une matrice carr ég).
On appelle déterminant de la matrice carrée M = [a ], et I’on note det M, le déterminant detg (Cy, ... , Cy) de
lafamille de ses vecteurs colonnes dans |a base canonique de My, 1(K).

Théoreme 5.1 (Déterminant de la transposée d’une matrice).
S M =[gj] € Mp(K),ona

n n
detM =det'™ = > &9 [Jasinj = Y. e® []ausi)
=1 i=1

seGn i seGp I
Démonstration. Le vecteur colonne C; apour coordonnées (ay j, - . . , an,j) dans la base canonique de M 1(K).
En changeant M en M, on passe de |’ une des expressions du déterminant al’ autre. cqfd

5.1 Propriétés

Théoréme 5.2 (Déterminant d’une matricetriangulaire).
Le déterminant d’ une matrice triangulaire est le produit des ééments de sa diagonale principale.

Démonstration. Si M est une matrice triangulaire supérieure, on utilise I’ expression (3.3) du déterminant d’un
systeme triangulaire de vecteurs.

Si M est une matrice triangulaire inférieure, 'M est une matrice triangulaire supérieure; |’ égalité det M = det'M
donne le résultat. cqfd
Théoreme 5.3 (Déterminant de la matrice d’un endomor phisme).

S u est un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie n > 1, le déterminant de u est le
déterminant de la matrice de u dans une base quelconque de E.
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Pour toutebase B de E, detu = det(Matg(u))

Démonstration. Soit B = (e, ... , &) une base de E; les composantes du vecteur colonne Cj de Matg(u)
sont les composantes de u(ej) dans B, ce qui donne I'égalité det(u(ey), ... ,u(en)) = detg(Cy,...,Cp) =
det(Matp(u)). cqfd
Théoreme5.4. S n est un entier positif, ona

(ii) YM e Mp(K), VA € K, det(AM) = A" det(M);

(iii) Y(M, N) € Mn(K)2, det(MN) = detM x det N ;

(iv) M e GLn(K) < detM = 0et, dansce cas, det(M~1) = (det M)~ L.
Démonstration. C'est la traduction matricielles des théorémes 4.2 et 4.3 consacrés aux déterminants d’ endomor-
phismes. cqfd

Proposition 5.5 (Déter minant de matrices semblables).
Deux matrices semblables ont méme déterminant.

Démonstration. Si A et B sont semblables, il existe une matrice inversible P telle que B = P~1AP et donc
det(P~1AP) = det(P~1) det Adet P = det A. cqfd

Remarques.

Si M et N sont deux matrices carréesd ordren > 2, det(M + N) est (presgue) toujours différent de det M +det N.
L’ application det est une application continue sur |’ espace vectoriel normé M, (K), car application polynomiale en
les composantes des matrices. On en déduit que G L, (K) est une partie ouverte de M, (K) commeimage réciproque
delapartie ouverte K \ {0} par I’ application continue det.

5.2 Reglesdecalcul du déterminant d’une matrice

Le déterminant d’ une matrice carrée est une application n-linéaire alternée des vecteurs colonnes, et donc
— si on échange deux colonnes d’ une matrice, le déterminant se change en son opposg;
— le déterminant d’ une matrice dépend linéairement de chacun de ses vecteurs colonnes;

— on ne change pas la valeur du déterminant d’ une matrice en gjoutant a I’ un de ses vecteurs colonnes, une
combinaison lin&aire des autres vecteurs colonnes;

— le déterminant d’ une matrice est nul si I’un des vecteurs colonnes est nul, ou si I’un des vecteurs colonnes
est combinaison linéaire des autres vecteurs colonnes.

Puisque le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de sa transposée, on peut remplacer « vecteur
colonne » par « vecteur ligne » dans les propriétés précédentes.

5.3 Déterminant d’'unematricetriangulaire par blocs

Soient C = (e1, ... , &n) st labase canonique de K", E’ le sous-espace vectoriel de K" debaseC’ = (e, ... , €n)
et E” le sous-espace vectoriel de K" debase C” = (e1, ... , en—1). L’ application

fi(Xg, ..., Xno1) dcet(sl, X1, ... Xn=1)

est uneforme (n—1)-linéairealternée sur E’ ; elle est donc proportionnelle adeter, et comme f (C') = dete(eq, €2, . ..

1, onal’égalité

V(Xl, e anl) € E/v dcet(g:b X1, ooes anl) = dce/t(xl’ ey anl)

,€n) =
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De méme, en utilisant la (n — 1)-forme lin&aire alternée sur E”
0: (X1, ..., Xn-1) > d((zet(xl, vve s Xn—1, &n)
on obtient
Y(X1,...,%Xn-1) € E”, dcet (X1, ..., Xn—1, &n) = %gt(xl, . Xn=1)

Nous venons de démontrer le
Lemmeb5.6. S A € Mp_1(K), alors

1 B A O1n-1
............. =detA=|.............
On_11 A B 1
Démonstration. On pose B = (b, ..., by) ; on effectue lestransformations Cj; <— Cj —bjCy pour j = 2..n; ces

transformations laissent le déterminant invariant et donnent :

cqfd
En utilisant ce lemme et une demonstration par récurrence, on retrouve le

Théoreme 5.8 (Déterminant d’une matrice triangulaire).
Le déterminant d' une matrice triangulaire est le produit des ééments de sa diagonale principale.

Lemme5.9. Soient A € Mp(K), B € Mpq(K) et C € Mg p(K); alors

Démonstration. Ladémonstration s effectue par récurrence sur p (ou sur ) en utilisant e lemme précédent. cqfd
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Théoreme 5.10 (Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs).
S Ae Mp(K), B e Mq(K) et C € Mpq(K),ona

........ =det Ax detB

Démonstration. On écrit la matrice dont on veut calculer le déterminant, comme un produit de deux matrices du
type précédent, en utilisant le produit matriciel par blocs

A C Ip 0 A C
M=1]........ =|.cc...... et =NR
0 : B 0 : B/ \0 : Iq
Lelemme précédent et det M = det N det R donnent |e résultat. cqfd

6 Developpement d’un déterminant suivant unerangée

6.1 Miseen place

Soient M = [ j] = (Cy1,...,Cy) une matrice carrée d'ordren > 2, £ = (Ey, ..., Ep) labase canonique de
Mna(K); pour j € [L,n],Cj = Y., a jEi. Le déterminant de M se développe suivant son j€ argument en
utilisant lalinéarité et I'on a

n n n
det M = det(Cy, ... .Y akjEk ... ,cn)=Zak,,-dSet(cl,... Bk Cr) =) Ak A
k=1 k=1 k=1

ou les déterminants Ay j S exprime par

ap agj-1 0 ajna an
a-11 a-1j-1 0 ak-1j411 a-—1,n
Agj =1 &1 aj-1 1 a1 an
+1,1 at1j-1 0 aky1j+1 A-+1,n
an1 anj-1 0 anjn an,n
soit
0 ai; apj-1 agj+1 ain
- 0 ak-11 -+ @& 1j-1 & 1j+1 - &-1n
Acj=CDI7H1 a1 - akj-1 @41 cc- @n
0 ak411 -+ Ak41j-1 A4Lj+l o0 Ak4ln
0 ap1 -+ anj-1 anj+1 - @nn

en effectuant (j — 1) transpositions de colonnes
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ce qui donne
1 a1 - &j-1 & j+1 &
0 a1 -+ agj-1 arj+1 - @n
Aj= (DU DFKDI0 g g1 o a1 jo1 @141 - @k-in
0 ak+11 -+ &+1j-1 A&+Lj+1 o A&+ln
0 a1 -+ anj-1 an,j+1 -+ @n
en effectuant (k — 1) transpositions de lignes

a1l e aj-1 agj+1 - ain

i a-11 - &K-1,j-1 A&k-1,j+1 0 &K1, i
= DI T e A "l = (=D det My
A+1,1 A+1,j—1  Sk+1,j+1 A+1,n
an,1 an,j-1 an j+1 ann

Ains Acj = (=1 det My j ol M est la matrice déduite de M par suppression de la ke ligne et de la je
colonne.

Définitions 6.1 (Mineur, cofacteur).
Si M =[a j] est une K-matrice carrée d' ordren > 2, on appelle

— mineur relatif al’&lément &, le déterminant de la matrice carrée M; j d'ordre (n — 1) et déduite de M par
lasuppression de lai€ligne et dela je colonne;

— cofacteur dea; j, lescalaire (—1)'+) det M; ;.

Théoreme 6.1 (Développement du déter minant suivant une rangeée).
S M = [& ;] est une K-matrice carréed’ ordren > 2 et A j le cofacteur de g j, alors, pour tout i et tout j dans
[1,n],ona
n
— detM = Zak i Ax,j, développement du déterminant suivant la j€ colonne;
k=1
n
— detM = & .k Ai k, développement du déterminant suivant la i€ ligne,
k=1

Démonstration. La premiere formule a été demontrée. Pour la seconde, on utilise I’ égalité du déterminant de M et
de satransposée, et le développement de det 'M par rapport alaie colonne de'M, i.e. laieligne de M. cqfd

6.2 Matricedescofacteurs

Définition 6.2 (Matrice des cofacteurs).
Si M = [a j] est une K-matrice carrée d’ordre n > 2, on appelle matrice des cofacteurs ou comatrice de M, et on
note Com M, lamatrice de terme général A; j, le cofacteur relatif aa; j.

ComM = [A j] = [(=1)*] det M; j]

Théoreme 6.2. Pour toute K-matrice carrée M d’ordren > 2, ona

M {(Com M) = {(ComM) M = (det M),
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Démonstration. Si, dans M, on remplace la j€ colonne (ax, j )k par (bi)k, |e déterminant de cette nouvelle matrice
sécrit Y p_; bAx j : C'est le développement du déterminant par rapport asa j € colonne.
Si lanouvelle colonne (bx)1<k<n st lai€colonne de M, le déterminant estnul Sii # j,etvautdetM sii = j, ce
qui s écrit
n
Vi, ) e[Lnl® ) akiAxj =5ji(detM)
k=1

ou encore, puisque (‘(ComM) M) i = > 1_; Axjai,
Y ComM) M = (det M)In,

Par une méthode analogue, que je vous encourage a rédiger, on montre que

n
Vi, ) e[Ln]% ) aikAjk =5 j(detM)
k=1
ce qui revient a écrire
M {(Com M) = (det M)1,,

cqfd
Remarque. M +— Com M est une application continue de My (K)dans M, (K), car les composantes de Com M
sont polynomiales en les coefficients de M.

Corollaire (Inverse d’'une matrice carr ée).
S M est une matrice carréeinversibled’ ordren > 2, ona

1

M K ML=
€ GLn(K) = deM

{(ComM)

Remarques. Exceptéslescasn = 2 et n = 3, cette formule ne peut servir au calcul numérique del’inverse car elle
comporte trop d’ opérations.

_(a c 41 d -—c
M‘(b d)egﬁz(K)éM _ad—bc(—b a)

Par contre, elle est utile dans des questions théoriques; par exemple, M +— M~ est une bijection continue de
GLn(K) (c' est méme une involution) car produit de deux applications continues.

7 Exemplede calcul de déterminant

7.1 Déterminant de Vander monde

Soientn > let(ag,...,a,) € K"; alors

a
V(ay,...,an) = R S [ ]—[ (@ — &)
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Démonstration. S'il existei < | avec 8 = aj, le déterminant possede deux lignes identiques; il est donc nul
et la formule est vérifiee. On envisage maintenant le cas ou les a; sont distincts deux a deux et on effectue une
démonstration par récurrence sur n.

Pourn = 2,V(ai,a) = ap — a.

En développant P(x) = V(ay, ... , an, X) par rapport ala derniére ligne, on remarque que P est un polyndme de
degré n et de coefficient dominant V (ag, ... , ap) ; on remarque aussi que P(g) = 0 (s x = &, le déterminant
possede deux lignesidentiques) et P admet n racines distinctes. Ainsi,

n
POO =V, ....a0) [ [(X a0
k=1

d'ou le résultat en remplagant X par an1.
Le passage du rang n au rang n + 1 se demontre aussi en manipulant les colonnes de lafagon suivante :

Ck+1 < Cks+1 —a1Cx  pour kvariantden al

On adonc
V(alv"'5an’an+1)=
1 a a™t al | |1 0 0 0 0
1 a al & |_1 a-a gt -aay ? & -aay t| _
................. AR R SR R LR
1 ant1 arr11+1 a1[.]+1 1 an—a a'rr11+1_a1arr11+1 a'rr1]+1 alarr11+l
10 0 0 0
n n—1 n
11 a
[ J@x—an ? 2 | =JJa-aV@e....a0= [[ (a—a)
b2 ] R TP PEPRPRRR PP SR 1< 2 Snst
11 aa a1
cqfd

7.2 Déterminant circulant (droit)

Soientn > let(ag,...,a,) € K"; alors
a a --- an . . -
a - _ - . 2w
Ca,...,an) = & & @n-1 =H(Zas§k(s 1)) OUCZGXP(T)
.................. i\
a2 az : a1

7.3 Déterminant de Cauchy

Soientn > 1, (a1, ... ,an) € K" et (by, ... ,by) € K" telsque, pour tout i et j de[[1, n]], onaita + b; # 0;
aors

(a+b)t (@+byt (ag + by) 1 [T @ —a)b;—b)

(@+b)™t (@+by)?t (a1 + byt _ ISi<in

.......... RR R SRR R TR P AR EEEEELEEKEREREN 1_[ (a +bj)

(@ +b)™" (an+b2)” (an +bn)~ i) e[Ln]2




34 Déter minant

Application au déterminant de lamatrice de Hilbert Hy = [(i + j)~?]

[10 x 20 x -+ x (n—1)!1]°n!
N+DIx(N+2)! x--- x (2n)!

detHnZ

8 Reésolution des systemeslinéaires

8.1 Quelquesnotations

Soient n et p deux entiers au moins égaux a 1, et £ = (Ey, ..., En) la base canonique de Mp 1(K). A toute

matrice M = [a; j] = (Cy, ..., Cp) € Mn p(K), on associe |’ application linéaire u de KP versK" telle que:
MaIB,c(U) =M

Pour j € [1, p]l,onnotecj = (a1j,...,anj) ='Cj e K", b= (b1,... b)) =B e K etx = (X1,...,Xp) =

'X e KP divers vecteurs.
Tout systeme lin&aire (£) de n équations a p inconnues peut s écrire de maniere

aiXi+ - +aLpXp = by

. 11Xy +---+apXp = b

— analytique: { 22Xt T A2pXp 2
an X1+ ---+anpXp = by

p p
— vectorielle: Y " xjcj =bouencore Y "x;Cj =B
= st
— matricielle: MX = B;

— fonctionnélle: u(x) = b.

Lesrangsde M, deu, delafamille de vecteurs (by, ... , bp) oudelafamille (Cy, ... , Cp) sont égaux ; cet entier
est notér et appelé rang du systeme linéaire (£).

8.2 Casdessystemesde Cramer

Définition 8.1 (Systemes de Cramer).
Un systeme linéaire (£) de n équations a n inconnues est appelé systeme de Cramer si, et seulement si, I’une des
conditions équivalentes suivantes est vérifiee
()n=p=r;

(i) M e GLn(K);
(iii) uestinversible.
Théoreme 8.1 (Formules de Cramer).
Avec |es notations précédentes, |’ unique solution d’ un systéme de Cramer est donnée par

deth
det M

Vielln], xj =

ou Mj est la matrice déduite de M en remplagant |e vecteur colonne C; par le second membre B.
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Démonstration. X = Y(x, ... , Xp) est solution de (£) i, et seulement s, ij:l XjCj = B.Onadonc

detMJ = det(cl’ 7Cj—l» B’ Cj+1,... ,Cn)

p
— det(Cq, . .. ,cj_l,Zxkck, Cjt1,---,Cn)
k=1
p
= Xk det(Cq, ... ,Cj_1,Ck, Cjy1,...,Cp) (det est n-linéaire)
k=1
= Xj det(Cyq,...,Cj_1,Cj,Cjs1,...,Cp) (det est aterné)
::deetM
Puisque det M # 0, on ale résultat annonceé. cqfd

8.3 Casdes systemes homogenes

Un systeme linéaire est dit homogene si e second membre b est nul ; il admet toujours au moins une solution : la
solution nulle.

L’ ensemble des solutions d’ un systéme linéaire homogene est un sous-espace vectoriel de KP de dimension p—r,
c'est keru; il suffit d’en exhiber une base.

A) Casparticulier : p=n+1,r=n

Les solutions d’ un systeme linéaire homogene de n équations an + 1 inconnues et de rang maximum n constituent
une droite vectorielle; il suffit donc d’ exhiber une solution non nulle.

Appelons M la matrice carrée d’ordre n déduite de M par suppression de la j€ colonne et M la matrice carrée
d'ordre n + 1 obtenue en gjoutant & M la ligne (by, ... , bny1); det M; est le mineur de M relatif a bj et le
développement de M suivant sa derniére ligne donne

n+1 _
detM = > " bj(-=1)"***) det M;
j=1

Au lieu de compléter M par laligne (bj);, complétons-la par sai€ ligne (aj); ; dans ce cas, M possede deux
lignes identiques et |’ égalité précédente devient

n+1 ) n+1 )
Vie[Ln], 0=> aj(-D" " detMj = (=)™ & j(—1) det M
j=1 j=1

ce qui signifie que ((—1)j det Mj)j est une solution du systéme, solution non nulle puisque M est de rang n.Cette
solution constitue donc une base de la droite vectorielle des solutions.

B) Intersection de deux plansde K3

Considérons le systéme homogene

(Pp) tuix+ vy +wiz=0

) {(7’2) DU2X +v2y + w2z =0
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avec (Ui, vi, wj) # 0pouri = 1leti = 2. On pose

dy = V1 w1 _ w1 Uy jur ws _ U1 v
v2  wz|’ w2 U2 Uz wz|’ uz wvy|’
up v1 wa up vi w
Ay =|U2 v2 w2, Ap=|U2 v2 w2
up v1 wi uz v2 w2

En développant A1 et Ay suivant leur derniére ligne, on trouve A1 = 0 = ujd; + vidy + widz et A = 0 =
Uody + vody + wods.

Si les deux plans (P1) et (P2) sont identiques, aors (dy, d2, d3) = 0. Sinon, (dy, do, d2) dirige ladroite P1 N Po.
Dans R3 euclidien, le vecteur (dy, do, d3) Sinterprete comme le produit vectoriel des vecteurs (u1, v1, w1) €t
(U2, v2, wp) Normaux respectivement a (P1) et (Po).

9 Déterminant et rang

Le rang d'une matrice M = [ j] = (C1,...,Cp) = YLy, ..., Ly € M, p(K) est le rang de ses vecteurs
colonnes (Cj)jep1, pp OU celui de ses vecteurs lignes (Lj)icf1,np Car le rang d une matrice est égal a celui de sa
transposée; on adonc :

rgM < inf(n, p)

Définition 9.1 (M atrice extraite).
Si | estunepartienonvidede[1, n]] et J une partie nonvidede[[1, p]], on appelle matrice extraite de M associée
al etJ,lamatrice R=[g jJoui el etj e J.

Lemme9.1. Lerang d’ une matrice extraite de M est inférieur ou égal au rang de M.

Démonstration. Soit R une matrice extraite de M associée a | et J. Considérons la matrice Q extraite de M et
associeeaf[1, n] et J; les vecteurs colonnes (Cj)je3 de Q constituent une sous-famille des vecteurs colonnes de
M, doncrg Q < rgM.

Deméme, lesvecteurslignes (L;)ic; de R constituent une sous-famille desvecteurslignesde Q,d'olirgR < rg Q,
et le résultat. cqfd

Théoreme 9.2 (Caractérisation du rang d’une matrice).
Lerang d’'une matrice non nulle est I’ ordre maximal des matrices carrésinversibles extraites.

Démonstration. Soit M € My p(K) une matrice non nulle.

L’ ensemble des ordres des matrices carréesinversibles extraitesde M n’est pasvide (il contient 1 puisque M N’ est
pas la matrice nulle), et est mgjoré par rgM d apres le lemme. On note r son plus grand élément; on a donc
1<r <rgM.

Delafamille(Cy, ... , Cp) desvecteurscolonnesde M, on peut extraire une sous-famillelibre (Cj) < decardinal
rg M ; on note Q lamatrice extraitede M associéea[[1, n] et J, etrgM = rg Q. Desvecteurslignes(Ly, ..., Lp)
de Q, on peut encore extraire une sous-famille libre (Lj);j<; de cardina rg Q ; on note R la matrice extraite de M
etassociceal et JetrgR=rgQ.

R est une matrice carrée de rang maximum (#| = #J = rgR = rg Q = rg M), donc une matrice inversible. En
conséquence, r > rg M.

Finalement r est égal au rang de M. cqfd

Corollaire (Caractérisation desfamilleslibres).

S F = (c,...,Cp) est une famille de p vecteurs d’'un K-espace vectoriel E de dimension finien, ss M =
Matg(F) € Mpn,p(K) est la matrice des composantes de F relatives a une base B de E, F est une famille libre
S, et seulement g, il existe une matrice carrée d’ ordre p, extraite de M et de déterminant non nul.
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1 Sous-espaces vectoriels stables 39

1 Sous-espacesvectoriels stables
1.1 Geénéralités
Définition 1.1 (Sous-espace vectoriel stable).

Soient E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E ; un sous-espace vectoriel F de E est dit stable pour
u s, et seulement si, u(F) est inclus dans F.

F est stablepouru < VX, Xxe F =— u(x) e F

Proposition 1.1 (Stabilité et famille génératrice).
F est un sous-espace vectoriel stable pour u si, et seulement si, I'image par u d’une famille génératrice de F est
contenue dans F.

Démonstration. La condition nécessaire est évidente : les ééments d’ une famille génératrice de F sont des
éléments particuliersde F.

Si (fy, ..., fp) engendre F, aors (u(fy), ..., u(fp) engendre u(F), grace alalinéaritede u :
P P
X = rifje F = ux) = rjui) e u(F)
j=1 j=1
ce qui donne la condition suffisante cqfd

Proposition 1.2 (Application induite sur un sous-espace vectoriel stable).
S u est un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel stable pour u, I'application v : X € F + u(x)
induite par u sur F, est un endomorphismede F.

Démonstration. L’ application v est avaleursdans F et est linéaire puisque u I’ est. cqfd

Théoreme 1.3 (Stabilité del’image et du noyau).
S u et v sont deux endomor phismes de E qui commutent, Imu et ker u sont stables par v.

Démonstration. Soity = u(x) un vecteur quelconque de Imu, son image par v, v(y) = v(u(x)) = u(v(x)) reste
dansImu.
Si x est élément de ker u, alorsu(v(x)) = v(u(x)) = v(0) = 0, et v(x) reste dansker u. cqfd

1.2 Casdeladimension finie

E est un K-espace vectoriel de dimension finie n; rappelons que si F est un sous-espace vectoriel de dimension
p, toute base de E dont les p premiers vecteurs constituent une base de F, est appelée base de E adaptéea F. Le
théoreme de la base incomplé&te montre | existence de telle base.

Théoreme 1.4 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels stables).

Soient F est un sous-espace vectoriel de E, B une base de E adaptée & F et u un endomorphismede E ; alors F
est stable pour u s, et seulement si, la matrice de u relativement a B est triangulaire supérieure par blocs, soit

A B
Mapguwy=1|........
0 C
Démonstration. Soit B = (g, ..., €p, €p11, ... , &) Unebasede E tellequeles p premiersvecteurs (e, .. . , €p)

constituent une base de F ; F est stable par u s, et seulement si, pour tout j € [1, p], u(ej) est dans F. Or,
uee)) = >, a je appatientaF s, et seulementsi, & j = Opouri > p,i.e s, et seulement i, les p premiéres
colonnes de lamatrice de u ont des 0 a partir delaligne (p + 1). cqfd
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1.3 Genéralisation

) p .
S E= & F,ets Bj estunebasedeFj, B =
i=1

p
Bj est une base de E adaptée a cette décomposition en somme
=1

j
directe.

Théoreme 1.5. Soient E est un K-espace vectoriel de dimension finie, Fy, ..., Fp des sous-espaces vectoriels
dont E est la somme directe, B une base de E adaptée a cette décomposition et u un endomorphisme de E ; alors
u stabilise les sous-espaces F; si, et seulement si, la matrice de u relativement a 3 est diagonale par blocs, i.e.

A 0 0
Matguy= | O Az 0
0 : 0 : -« A

En appelant u; I'endomorphisme induit par u sur le sous-espace stable Fj, A; est lamatrice de uj relativement a
labase B et
detu =det Ay x --- x det Ap = detuy x --- x detup

Si D est une droite vectorielle, tout endomorphisme de D est une homothétie; ainsi, si D est une droite vectorielle
de E, stable pour u, I’endomorphisme de D induit par u est une homothétie de D ce qui donne le

Théoreme 1.6 (Endomor phisme de matrice diagonale).

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finien, B = (eq, ... , &,) une base de E et u un endomorphisme de
E; alors, la matrice de u dans 53 est diagonale si, et seulement si, pour tout j € [1, n]l, larestriction uj deu a
Ke;j est une homothétie.

1.4 Drapeau

Définition 1.2 (Drapeau).
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finien > 1, un drapeau est une suite (Eg, ... , E,) de sous-espaces
vectoriels de E, croissante pour I'inclusion et telle que dim Ex = k.

Soit B = (eq,...,€n) est une base de E ; on définit Ex = @!‘zl Keg le sous-espace vectoriel engendré par les k
premiers vecteursde BB ; lasuite (Eq, ... , En) est un drapeau de E, ¢’ est le drapeau associé a BB.
Réciproquement, a tout drapeau (E1, ... , E,) de E, on associe unebase B = (ey, ... , &,) de E telleque Ex =
@K, Ker ; ¢ est labase adaptée au drapeau (Ey, ... , En).

Théoreme 1.7 (Endomor phisme de matrice triangulaire).

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, (Ey, ..., Ep) un drapeau de E, B une base adaptée a ce
drapeau et u un endomorphisme de E ; alors, u stabilise les Ex S, et seulement si, la matrice de u relativement a
B est une matrice triangulaire supérieure.

Démonstration. Pour tout k € [[1, n]], I'image de Ex est contenue dans Ey si, et seulement si, u(ey) est dans E.
Si (&,j)i sont les composantes de u(ej) dans B, u(ex) appartient a Ex si, et seulement si, a k est nul pour i > k.
cqfd

2 Polyndmesd’un endomorphisme

2.1 Puissance d’un endomorphisme

Définition 2.1 (Puissance d’ un endomor phisme).
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Si u est un endomorphisme d' un K-espace vectoriel E, on définit, par récurrence sur k € N, les puissances ke uk
de u en posant
W=1lgetvkeN, it =ukou

Proposition 2.1. Pour tout entier naturel pet g, onauP oud = u9 o uP = uP+a,

Démonstration. Montronsque uPoud = uP*9 en effectuant une récurrence sur q. Laformule est vraiepour g = 0
et
uPoudt = uPoW9ou) = WP oud) ou=uPtdoy=uypPtatt

La seconde égalité se montre en échangeant lerdle de p et q. cqfd

Remarque. LesendomorphismesuP et u4 commutent pour tout entier naturel p et q.
Proposition 2.2 (Noyaux itérés).
S u est un endomor phisme d'un K-espace vectoriel E,
(i) lasuite (keruP), est croissante pour I'inclusion;
(ii) siI'ensemble {p € N/ keruP = keruP*1} n’'est pasvide, il posséde un plus petit &ément noté iy, appelé
indice de u ; dans ces conditions

vg e N, keru'vt9 = keru'v et {0} ¢ keru G --- & keru's

(iii) s E estdedimension finien > 1, I'existence dei est assuréeetiy < n.
Démonstration.

(i) L'implication uP(x) = 0 = 0= u(uP(x)) = uP*(x) vraie pour tout p € N et tout x € E, montre I'inclusion
keruP c keruP+l,

(ii) Remarquons que keruP = keruP*l — keruP*l = keruP*2; il suffit de démontrer I’inclusion ker uP+2 ¢
keruP*1.Or, x € keruP+2 s'écrit 0 = uP+2(x) = uP*1(u(x)), soit u(x)  keruP*1; comme ker uP** = keru®,
onobtient 0 = uP(u(x)) = uP*1(x) et x € ker uP*L. Par récurrence sur g, on montre que ker uP = ker uP+9,

Si I'ensemble {p € N/ keruP = ker uPtl) mest pas vide, il contient un plus petit élément noté i,. L’ égalité
keru'v = keru'vt! montre que pour tout g € N, ker u'v = keru'vt9, et puisqueiy est le premier entier qui vérifie
I égalité ker uP = ker uP+1, lasuite (ker uP) pefo,i,g €St strictement croissante pour I’inclusion.

(iii) Si lasuite (keruP), est strictement croissante pour I'inclusion, la suite (dimker uP) , des dimensions est stricte-
ment croissante; comme ces dimensions sont majorées par n, ladimension de E, il y a contradiction; I’ existence
dei, est donc assuréeeti, < n.

cqfd
Remarques.
Un endomorphisme nilpotent u possede un indice, il est donné par
iy=Iinf{[pe N/ keruP =E} =inf{pe N/ uP =0}

Ladérivation D de K[ X] n'apas d'indice; |a suite des noyaux itérés (ker DP), = (Kp—1[X])p n'est pas station-
naire.

2.2 Polyndmes d’un endomorphisme ou d’une matrice

Définition 2.2 (Polyndme d’ un endomor phisme).
Si u est un endomorphisme d' un K-espace vectoriel E et P = ag+ a1 X + - - - + apXP un polyndme a coefficients
dans K, on pose

P(u)=aglg + aqu+---+apuP

P (u) est un polyndme de I’ endomor phisme u.
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Définition 2.3 (Polyndme d’une matrice).
Deméme, S M est une matrice carrée d ordre n, on pose

P(M) =aoln +aiM +--- +apMP

P(M) est un polyndme de la matrice M.

Remarque. Rappelonsqu’un polyndme P peuts'écrire P = ) ; g X! ol lasuite (a); est nulleapartir d' un certain
rang; dans ces conditions, P(u) = ) ; aiu' ee P(M) =), a M'.

Proposition 2.3 (Regles de calcul, cas des endomor phismes).
L'application ¢y : P € K[X] — P(u) € L(E) est un morphisme d' algebre; en particulier

Vu e L(E), Y(P, Q) € K[X]%, (PQ)(u) = P(u)o Q(u)

Démonstration. ' ' _

PuAP +pQ) =" (A& +pub)u' =21 au +ud i biu' =xeu(P) + neu(Q)

ou(D) =g

Quant al’égalité pu (P Q) = ¢u(P) o ¢u(Q), on commence par la demontrer pour Q = XX :

eu(PX$) =Y au ™ = (Y au') otk = pu(P) o pu(X¥)
i i
puisdansle casgénéral Q = b XK en utilisant lalinéarité de ¢y
u(PQ) = ou( Y- BPXY) = 3 biegu(PXN) = 3 bigu(P) 0 9u(X5)
k k k

= gu(P) o (D _kpu(X¥)) = ¢u(P) 0 ou(Q)
k

cqfd
Proposition 2.4 (Regles de calcul, cas des matrices).
L'application gy : P € K[X] = P(M) € Mu(K) est un morphisme d’ algebre; en particulier
VM € Mn(K), V(P, Q) e K[X]?,  (PQ)(M) = P(M)Q(M)
Démonstration. Méme démonstration que précédemment. cqgfd

Puisque uP commute avec u9, les endomorphismes u et P(u) commutent, ainsi que P(u) et Q(u), ce qui donnela

Proposition 2.5 (u-stabilité de ker P(u) et de Im P(u)).
Pour tout polyndme P a coefficients dans K et tout endomorphisme u de E, Im P(u) et ker P(u) sont stables par
u.

3 Valeurspropres, vecteurs propresd’un endomorphisme

E est un K-espace vectoriel de dimension finie ou non et u un endomorphisme de E.

3.1 Droitestablepar un endomorphisme

Si u est un endomorphisme de E et D une droite (vectorielle) stable pour u, u|p est un endomorphisme de D, donc
une homothétie de D ; il existe donc un unique scalaire A, dépendant de D, tel que

Up=»Alp i.e V¥xeD, uXx) =x
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3.2 Vecteur propre

Définitions 3.1 (Vecteur propre, valeur propre associée).

Si u est un endomorphisme de E, tout vecteur e non nul qui dirige une droite vectorielle stable pour u est appelé
un vecteur propre de u.

Le rapport de I’'homathétie induite par u sur D = Ke est appelé valeur propre associée au vecteur propre e.

e # 0 est un vecteur propre pour u <= D = Keest stableparu < 31 € K, u(e) = re

Remarques.

Lavaleur propre associée a un vecteur propre est unique.

Un vecteur non nul e est un vecteur propre si, et seulement si, lafamille (e, u(e)) est une familleliée.

Si e est un vecteur propre pour u, tous les vecteurs non nuls de ladroite stable Ke sont des vecteurs propres pour u
et sont associés alaméme valeur propre. Remarquons donc que, Si e est un vecteur propre de u associé alavaleur
propre A, pour tout o € K*, ae est encore un vecteur propre de u associée alaméme valeur propre .

Exemples 3.1.

Tous les vecteurs non nuls de E sont des vecteurs propres pour | g associés alavaleur propre 1 (resp. des vecteures
propres pour O, gy, associés alavaleur propre 0).

Lesrotationsvectorielles planes d’ angle non nul modulo 7z, " admettent aucun vecteur propre. Lesvecteurs propres
des rotations vectorielles de I’ espace d’angle non nul modulo 7, sont les vecteurs non nuls de leur axe et sont
associés alavaleur propre 1, ce sont des vecteurs invariants.

3.3 Valeur propre

Définitions 3.2 (Valeur propre, spectre).

Soit u est un endomorphisme de E ; on appelle valeur propre de u, tout scalaire A tel qu’il existe un vecteur x non
nul de E vérifiant u(x) = Ax.

L’ ensemble des valeurs propres d' un endomorphisme u est appelé le spectre de u et noté spu.

A€SPU < 3Ixe E, x# O et u(x) = AX

Remarque. Le vecteur x de la définition précédente est un vecteur proprede u ; il est dit associé alavaleur propre
A.

Exemples 3.2.

sple = {1} et pOs () = {0}
Le spectre d' une rotation plane d’angle non nul modulo = est vide; celui d’une rotation de I’ espace d’angle non
nul modulo r est {1}.

Proposition 3.1 (Caractérisation des valeur s propres).
S u un endomorphisme de E, alors

A€ SpPU < ker(u—Alg) # {0g} <= u— Alg honinjective

En particulier,
0 e spu < unoninjective

S u est un automorphismede E, sp(u™) = {A~1/ 1 € spu}.

Démonstration. Si A est une valeur propre de u, il existe un vecteur (propre) non nul X € E tel que u(x) = Ax,
égalité que I’ on peut encore écrire 0 = u(x) — Ax = (U — Al g)(X) ; ceci donne les équival ences annoncées.
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Si u est un automorphisme de E, toutes ses valeurs propres sont non nulles; pour toute valeur propre A et tout
vecteur propre X associé, ona:

U = Ax < x=u"10x) =i tx %X = u~t(x) 3.1)

Ainsi ) est valeur proprede u si, et seulement si, 2~ et valeur propredeu—t et sp(u=1) = {A~1/ 1 € spu}. cqfd

Proposition 3.2 (Caractérisation de valeurs propres en dimension finie).
S u est un endomorphisme d’ un K-espace vectoriel de dimension finien, alors

A€ SPU <= U — Alg noninjective <= u — Alg non surjective
rgu—Alg) <n—1 < det(u—xrlg) =0

et auss
A ¢ Pu < (u—rlg) estinversible

Démonstration. C'est |’ application des célébres caractérisations des automorphismes d’ un K-espace vectoriel de
dimension finie : s v est un endomorphisme de E, alors

v estinversible < v estinjectif < v est surjectif <= rgu=n <= detv #0

Ces caractérisations sont appliquéesav = u — Alg. cqfd

3.4 Sous-espacepropre

Définition 3.3 (Sous-espace propre).
Si u est un endomorphisme de E et A une valeur propre de u, |e sous-espace vectoriel

E,(u) =ker(u—Alg) = {X € E/ uX) = Ax}

est appel & sous-espace vectoriel propre de u associeéax.

Remarques.

E; (u) est constitué de Og et des vecteurs propres de u associés aA. Si e est un vecteur propre de u associea i, la
droite Ke est contenue dans E; (u).

Eo(u) = ker u est le noyau de u.

E1(u) = ker(u — Ig) = {x € E / u(x) = x} est le sous-espace des vecteurs de E invariants par u.

Exemples 3.3. Voici les &éments propres de quel ques endomorphismes :
— homothétieh = Alg : sph = {A}, Ex(h) = E;
— projecteur p:spp = {0, 1}, Eo(p) = ker p et Ex(p) =Imp;
— symétries: sps = {—1,1}, E_1(S) = F1 et E1(s) = Fy;
— dfinitea: spa= {1, A}, E1(a) = F1 et E;(a) = Fa.
Proposition 3.3 (Stabilité des sous-espaces vectoriels propres).

S les endomorphismes u et v commutent, tout sous-espace vectoriel propre relativement a u est stable par v et
réciproquement.

Démonstration. Puisgue u et v commutent, u — Alg et v commutent, et donc, ker(u — Alg) = E; (u) est stable
par v. Demémeker(v — Alg) = E; (v) est stable par u. cqfd

Théoreme 3.4 (Somme directe de sous-espaces propres).
La somme d'une famille finie de sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes deux a deux, est
directe.
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Démonstration. Démonstration par récurrence sur le nombre k de sous-espaces vectoriels propres.

E,, ()N E,,(u) = {0} car atout vecteur propre est associé une seule valeur propre. La propriété est vraie pour
k=2

Soient (A1, ..., Ak, Ak+1) (kK+1) valeurs propres distinctes de u et montrons que E;, ., (1) ﬂZ!‘zl Ej (u) = {Og}.
Soit Xg41 = Zik=1 Xi € By, ()N Z!‘zl E, (u); aors

k
UOK1) = AkaXkel = Akgl Y X
k

= u<. xi) =Y u) = iX:)qxi

k
i=1 i=1

donc 0 =

k
(Aka1 — ADXi

i=1

ce qui montre que (Ak+1 — Aj)X; = 0 puisque la somme 2:‘:1 E,; (u) est directe (la propriété est vraie au rang k,
puisgue les valeurs propres sont distinctes deux adeux) et x; = 0. Ainsi xx1 = 0 et la propriété est vraie au rang
k+ 1.

L e théoreme de récurrence montre que la propriété est vraie pour tout k. cqfd

Corollaire (Liberté d une famille de vecteurs propres).
Toute famille de vecteurs propres, associés a des valeurs distinctes deux a deux, est une famille libre.

35 Elémentspropreset polyndme d’ endomor phisme

Théoréme 3.5 (Elements propres d’un polyndme d’endomor phisme).
S x est un vecteur propre de u associé a A, pour tout polyndéme P, x est un vecteur propre de P(u) associeéa P ().

Démonstration. x est non nul et
ux) = Ax = u¥(x) = A (par récurrence sur k)

SP=Y,axona:

PWO) = (D @) 00 = Y00 = 3 ackx = PGox
k k k

cqfd

Corollaire (Valeur propre et polyndme annulateur).
S P est un polyndme annulateur pour u, les valeurs propres de u sont des racines de P.

Démonstration. Si A est une valeur propre de u, P(1) est une valeur propre de P(u) = Ogg). Or, O est laseule
valeur proprede Oz gy, d’otl P(A) = O et A est racine de P. cqfd

3.6 Elémentspropres et automorphismesintérieurs

Proposition 3.6. S a € GL(E) est un automorphisme de E, I’ application ¢4 : u — aua~! est un morphisme
bijectif del’algebre L(E).

Démonstration. La notation o pour la composition des endomorphismes a été remplacée par une notation multi-
plicative, i.e. par une absence de notation. |l nous faut vérifier un certain nombre de propriétés:

— pa(U+v)=au+vat=avat+avat=pa(U) + ga(v);
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— ga(ru) = a(xw)a ! = rava=! = rpa(u);
— ¢a(Uov) =auva™! = (aua H(@va ) = ga(U) o a(v);
- ga(lp) =algat=Ig;
—pa(u) =avat=v < u=atva= g, 1(v), it (pa) ! = @,-1.
cqfd

Définition 3.4 (Automor phismesintérieurs).
L es automorphismes de £(E) delaforme u — aua~! sont appelés automorphismesintérieurs de £(E).
Théoreme 3.7. S u est un endomorphisme et a un automorphisme de E, alors

spu = sp(aua™t) et E; (aua™t) = a(Ex(u))

Démonstration. Considérons A une valeur propre de u et X un vecteur propre associé; posonsy = a(x), ce qui
revientax = a~1(y). Ainsi

uX) = ax <= u(@(y) =rat(y) =aty) < aua t(y)=2ry

ce qui montre que A est une valeur propre de u et X un vecteur propre associé, si, et seulement si, A est une valeur
proprede aua—! et y = a(x) un vecteur propre associé. Ainsi

spu=sp@aua ) e a(Ex(uw) = E;(aua™?)

cqfd

4 Valeurspropres, vecteurspropresd une matrice carrée

Dans ce paragraphe, M est une matrice carrée d ordre n > 1, a coefficients dans K.

4.1 Elémentspropresd unematrice carrée

Définition 4.1 (Vecteur propred’une matrice carrée).
Un éément non nul X de My, 1(K) est appelé vecteur proprede M s'il existe un scalaire A tel que M X = A X.
Ce scalaire est unique; on I’ appelle valeur propre associee a X.

Définition 4.2 (Valeur propred’une matrice carrée).
Un scalaire A est une valeur proprede M si M — Al n'est pasinversible; tout & ément non nul de ker(M — Aly)
est appel € vecteur propre associé a A.

Définition 4.3 (Sous-espace vectoriel propred’une matrice carr ég).
Si X est une valeur propre de M, le sous-espace vectoriel ker(M —Alp) = {X € Mp 1(K)/ MX = A X} est appelé
sous-espace vectoriel propre associéaa ; il est noté E; (M).

Définition 4.4 (Spectre d’une matrice carrée).
L’ ensemble des valeurs propres de M est le spectre de M ; il est noté spx M ou sp M s le corps n' est pas ambigu.

M ={reK/ M—iln ¢ GLa(K)}
Remarque. Rappelons les éguivalences pour une matrice carrée

reEPM = M —1lp ¢ GL(K) < det(M —Aly) =0
< ker(M — Alp) #{0} <= rg(M —xlp) <n-1
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4.2 Lien avec lesendomorphismes

A lamatrice M, on associe |’ endomorphisme uy de M 1(K) par laformule
um : X e Mp1(K) = MX

ce qui donnela

Proposition 4.1 (Eléments propres d’une matrice et de son endomor phisme).
Les éléments propres de la matrice M sont les éément propres de I’ endomor phisme uyy associé.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finien, B une base de E, u un endomorphisme de E et M samatrice
relativement a 5. Si x, vecteur de E, est de matrice X relativement a B, u(x) est de matrice M X relativement a5 ;
d autre part, x et X sont simultanément nuls ou non, et

UX) =X < MX =21X

ce qui montre le

Théoréme 4.2 (Elements propres d’un endomor phisme et de sa matrice).
S u est un endomorphismede E et M = Matg(u) sa matrice relativement a une base B, alors:

(i) uetM ontle méme spectre;
(ii) X est vecteur propre de u associé a A S, et seulement s, sa matrice X = Matg(x) relativement a B est
vecteur propre de M associé a A.

4.3 Casdedeux matrices semblables

Soient A et B deux matrices semblables d’ ordre n, et P une matrice inversible telleque B = P~1AP; A Aest
associé I’ endomorphisme ua de M, 1(K). Lamatrice P peut s’ interpréter comme lamatrice de passage de la base
naturelle (canonique) £ de Mp 1(K) & une base B constituée des vecteurs colonnes de P. Relativement a cette
base, lamatricede ua est B, d'ou le

Théoreme 4.3 (Matrices semblables et endomor phisme).
Deux matrices sont semblables s, et seulement i, elles représentent e méme endomor phisme (relativement a deux
bases).

Corollaire (Spectre de deux matrices semblables).
Deux matrices semblables ont |e méme spectre.

Démonstration. C'est le spectre de I’ unique endomorphisme qu’ elle représente. cqfd

4.4 Casdesmatricesreelles

Une matrice a coefficients réels est aussi une matrice a coefficients complexes. La notion de valeur propre dépend
du corps envisagé et on se gardera de confondre spg M et spc M ; maison ale

Théoreme 4.4 (Spectresréel et complexe d’une matricereéelle).
S M est une matrice a coefficients réels, spg M est contenue dans spc M ; en général, les deux spectres sont
distincts.

Démonstration. Si A est un @ément de spg M et X un vecteur propre associé, alors M X = A X, X est non nul et
appartient a M1 n(R) doncaM14(C); ainsi A appartient aspc M.

Considérons la rotation plane d'angle 7 /2; sa matrice, dans une base orthonormale directe, est A = (g ‘01) et
Spr A est vide puisque cette rotation n’ admet aucune droite stable. Par contre, i est une valeur propre complexe de

A, puisque A — il = (7' ~1) nest pasinversible. cqfd
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Proposition 4.5 (Valeur propre, vecteur propre, conjugaison).
Soit M une matrice carrée d ordre n et a coefficients complexes; si X est un vecteur propre de M associé a la
valeur propre A, X est un vecteur propre de M associé a la valeur propre A, et

$c(M) = {1/ 1 € pM}, Ex(M) = {X/ X € Ex(M)}
Démonstration. Rappelonslarelation AB = A B pour A € My p(C) & B € M o(C). Ainsi on al’équivalence
MX=1X & M X=1X
ce qui donne les résultats annonces. cqgfd

Proposition 4.6 (Valeur propre complexe non réelle d’'une matriceréelle).
Soit M une matrice carréed ordre n > 2 et a coefficientsréels; si A est une valeur propre complexe non réelle de
M et X un vecteur propre a coefficients complexes associé a A, alors:

(i) A estunevaleur propre de M et X un vecteur propre associé a i ;
(ii) leplan (P) orientépar (3m X, 9ie X) est un plan stable pour M, et M induit sur (P) la similitude de rapport
|A| et d'anglearg A.

Démonstration.
(i) M est une matriceréelle, alorsM = M, et
MX =X = MX=MX=21X
(ii) Puisque A, = a+ibnest pasréel, » # A et lafamille B = (X, X) est libre (vecteurs propres associés a deux
valeurs propres distinctes). Les formules
1 — 1 —
ReX = Z(X + X), IMX = = (X —X)
2 2
X =nReX+iImX, X =%eX —iImX

montrent que la famille C = (Im X, fe X) est auss une famille libre (sur C, donc sur R). Séparant les parties
réelle et imaginaire, on obtient

MX =MMReX +iM3ImX

=AX = (a+ib)MeX +iIMmX)
= @ReX —-b3IMX)+i(bReX +aImX)

En appelant s I’endomorphisme induit sur le plan (P) par M, Matc(s) = (g —ab), ce qui est la matrice de la

similitude de rapport (complexe) a + ib = A, i.e. le produit de I homothétie de rapport |A| et delarotation d’'angle
arg .

cqfd

5 Polynbme caractéristique
5.1 Définitions

A) Polyndme caractéristique d’une matrice carr ée

S M est une matrice carrée d'ordre n > 1 a coefficients dans K, M — Xl est une matrice a coefficients dans
K[ X] sous-anneau du corps K(X) des fractions rationnelles. Le déterminant de M — Xl est polynomial en les
coefficients de cette matrice, il est donc éément de K[ X], ce qui permet la
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Définition 5.1 (Polyndme car actéristique d’ une matrice carrée).
Si M = [, j] est une matrice carrée d’ordre n > 1, le polyndme caractéristique de M, que I’on note x v, est le
déterminant

a1 — X a2 ayn
a; asr2— X .- a;
MO0 = detM =Xy =) =8 2T -
an 1 an 2 ann — X

Remarque. X estici uneindéterminée; en casd’indigestion, remplacer X par X ; le polynéme devient une fonction
polyndme; servir chaud.

Exemples5.1. Voici quelques polyndmes caractéristiques de matrices :

matrice nulle : xo = (—=X)";

matriceunitéd’ordren: xj, = (1 — X)";

matrice diagonale D = Diag(r1, ..., An) i xp = [[[_1 (ki — X);
matricetriangulaire T = [ti ;] : x1 = [[{_,(ti.i — X).

Proposition 5.1 (Polyndme car actéristique et transposée).
Une matrice et sa transposée ont le méme polyndme caractéristique.

Démonstration. Rappelons qu’ une matrice et sa transposée ont le méme déterminant ; d’ ou
™M — Xlp =M = XIp) = det(M — Xlp) = det('(M — Xlp)) = det(M — X1p)

ce qui donne le résultat. cqfd

Proposition 5.2 (Polyndme car actéristique et matrices semblables).
Deux matrices semblables ont e méme polyndme caractéristique.

Démonstration. Rappelons que deux matrices semblables ont le méme déterminant. Si A et B sont deux matrices
semblables, et P une matriceinversibletelleque B = P~1AP, dors

B=P AP =— B— Xl =P AP — XIp = P~ }{(A—= XI,)P
lesmatrices B — X1, et A — Xl sont semblables, d’ ou
det(B — Xlp) = det(P—l(A— Xln)P) — det(A— XIp)

ce qui donne le résultat. cqgfd

B) Polyndme caractéristique d’un endomorphisme

Soient u un endomorphisme de E, B et C deux bases de E ; les matrices Matz(u) et Matg(u) sont des matrices
semblables; elles admettent donc |e méme polyndme caractéristique, ce qui permet la

Définition 5.2 (Polyndme car actéristique d’ un endomor phisme).

Si u est un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension finien > 1, le polyndme caractéristique de
la matrice qui représente u dans une base donnée B de E, est indépendant du choix de cette base; on |’ appelle
polyndme caractéristique de I’endomorphisme u ; il est noté .

xu = det(Matg(u) — Xl,) ol B est une base de E

Exemple5.2. Le polyndme caractéristique de |’ application identique est xi = xi, = (1 — X)" et celui de
I'application nulle xo,. e, = X040 = (—X)".
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5.2 Propriétésdu polyndme caractéristique

Nousindiquerons, dans ce paragraphe, les propriétés du polyndme caractéristique d’ une matrice; le lecteur, danssa
grande bonté, effectuera lui-méme les modifications qu’il jugera utiles pour exprimer les propriétés du polyndéme
caractéristique d’ un endomorphisme.

Quelle est I' utilité du polyndme caractéristique ? Déterminer les valeurs propres d’ une matrice, ou d' un endomor-
phisme.

Théoreme 5.3 (Polyndme car actéristique et valeur s propres).

Les valeurs propres d’' une matrice sont les racines sur K de son polyndme caractéristique.

Démonstration. Evidente, car A € M < M—-Ail ¢ GLr(K) < O0=det(M —1rlp) = xm(1) etx € K.
cqfd

Corollaire (Spectre d’une matrice complexe).
Toute matrice a coefficients complexes admet, au moins, une valeur propre (complexe).

Démonstration. Tout polyndme a coefficients compl exes admet une racine complexe, ¢’ est lethéoremede D’ Alem-
bert. cqfd

Proposition 5.4 (Coefficients du polyndme car actéristique).
xm €st un polyndme de degrén et
v = (=X)NHr M(=X)" - 4 tr(Com M) (—X) + det M

Démonstration. L’ égalité xm (0) = det M donne le coefficient constant.
Appelonsa; j letermegénéral de M et & j celui de M — X1y, Si s est une permutation de &, distincte de !’ identité,
[T, & i) est un polyndme de degré au plus (n — 2), ce qui donne

a1— X a2 e an
a1 ao— X .- an

n
=[Tai-x+ > eo]]asn

i=1 seGp,s#e i=1

polyndme dedegré < n — 2

n
:(—X)”+<Zai’i)(_)()”*1+... + .4
i=1 polyndme dedegré < n — 2
==X HUMEX)" 4+ 4
polyndmededegrée < n— 2

Quant au coefficient de — X, ¢'est une autre histoire.. . . cqfd
Remarques. Lecalcul de xv est facile en petite dimension :

—pourn=2,xm = X2 — (tr M)X + det M ;

—pourn =3, xm = —X3+ (tr M)X? — tr(Com M) X + det M.

Corollaire (Nombre de valeurs propres distinctes d’ une matrice carr ée).
Le nombre de valeurs propres d’ une matrice carrée est au plus égal a son ordre.

Démonstration. Le nombre de valeurs propres distinctes d’ une matrice carrée d’ ordre n est égal au nombre de
racines distinctes du polyndme caractéristique, i.e. d’ un polyndme de degré n ; ce nombre est compris entre O et n.
cqfd
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Coroallaire (Cas des polyndmes car actéristiques scindés).
S le polyndme caractéristique de M est scindé sur K, avec xm = [[{_;(Ai — X), alors

n n
M ={A1,... . A}, rM =D "2, detM =[] Ai
i=1 i=1

Démongtration. |1 suffit de développer [T, (A —X) et d’ identifier ce polyndme avec celui delaformule précédente.
cqfd

Corollaire (Casdes matricesréelles).

Tout matrice a coefficients réels et d’ ordre impair admet, au moins, une valeur propreréelle.

Démonstration. Si n est impair, xm est de degré impair et xm (X) o (=x)": le théoréme des valeurs in-
o0

termédiaires assure I’ existence d’ une racine réelle pour xm, et Spg M n’est pas vide. cqfd
Théoreme 5.5 (Casd'une matricetriangulaire par blocs).
Le polyndme caractéristique d’ une matrice triangulaire par blocs se calcule aisément :

A B
M:(O C)’ avec A € Mp(K) etC € Mq(K) = xm = xaxc

A—Xlp B
0 C — Xlgq
blocs donne le résultat. cqgfd

Démonstration. M — Xl = ( ) et le calcul du déterminant d’une matrice triangulaire par

5.3 Multiplicité d’une valeur propre
Définition 5.3 (Multiplicité d’une valeur propre).
L' ordre de multiplicité d' uneracine A de xm est appel€ multiplicité delavaleur propre A de M ; elle est note m(1.).
Remarque. Si xm est scindé et si Ag, ... ,Ap sont les valeurs propres deux a deux distinctes de M, le polyndme
caractéristique de M s écrit
P
o =[]0 =x" = [T a=xm®
=1 respM
et la somme des multiplicités des valeurs propres de M est égale a son ordre.

Théoreme 5.6 (Dimension d’un sous-espace vectoriel propre).
Soient A une valeur propre de M, m()) sa multiplicité et q(i) la dimension du sous-espace propre associé; alors

1<q@) =dimEy(M) =n—rg(M — Aln) < m(2)

Démonstration. Appelonsu I’ endomorphisme de M, 1(K) associéa M. Pour A € spu=spM, ona
— Ey(1) = ker(u — Alg) # {0}, doncq(r) > 1;
— dimE, (u) =dimker(u —Alg) =n—rgu—Alg);
— E; (u) est un sous-espace stable par u ; dans une base adaptée, la matrice de u est triangulaire (supérieure)

par blocs, soit
_(*aw B
N = ( 0 C

donc xN = xu = xm = (A — X)P® xc ; ceci montre que (1) < m(L).
cqfd
Corollaire (Casdesvaleurs propres simples).
Le sous-espace propre associé a une valeur propre simple est une droite vectorielle.

Démonstration. Lesinégaités1 < q(1) < m(x) = 1 donnent le résultat. cqfd
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5.4 Polyndme caractéristique et polyndme annulateur

Théoreme 5.7 (Cayley-Hamilton).
Le polyndme caractéristique d’ un endomor phisme ou d' une matrice est un polynéme annulateur de cet endomor-
phisme ou de cette matrice, soit :

xm (M) = Opq, k) et xu(W) = Oz

Démonstration. Hors programme cqfd

6 Diagonalisation

On supposeici que E est un K-espace vectoriel vectoriel de dimension finien > 1 et u un endomorphismede E.

6.1 Endomorphisme diagonalisable

Définition 6.1. Un endomorphisme de E est dit diagonalisable si E est la somme directe de ses sous-espaces
propres.

uestdiagondisable «— E = & E,;(u)
respu

Remarque. Lasomme des sous-espaces propres de E est toujours directe, mais pas nécessairement égale a E.
Exemples6.1. Les homothéties, les projecteurs, les symétries et les affinités sont diagonalisables.

6.2 Caractérisation des endomorphismes diagonalisables

Théoreme6.1. S u est un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, alors les propositions
suivantes sont équivalentes :
(i) uestdiagonalisable;
(ii) E estlasomme directe de sous-espaces stables sur lesguels u induit une homothétie;
(iii) il existe une base de E constituée de vecteurs propresde u;;
(iv) il existe une base de E sur laquelle la matrice de u est diagonale.

Démonstration.

(i) = (ii) Pour toute valeur propre A de u, E, (u) est un sous-espace vectorid stable sur lequel u induit une homothétie

(derapport 1).

(i) = (iii) S F est un sous-espace stable sur lequel u induit une homothétie (de rapport k), tous les vecteurs non nuls

(i) =

(iv)y =

de F sont des vecteurs propres de u (associés a k). Une base de E adaptée a la decomposition de E en somme
directe est constituée de vecteurs propres de u.

(iv) S B=(ey,...,e) est une base constituée de vecteurs propres de u, la matrice de u relativement a B est
diagonale Diag(A1, ... , An) avec A; valeur propre de u associée au vecteur propre g (u(g) = A §).
(i)  Quitte a réordonner la base de E sur laguelle la matrice de u est diagonale, on peut supposer que cette

matrice est diagonale par blocs: M = Diag(Xj Im.j))x;e[1. p] - L€ polyndme caractéristique de u est xy = xm =
]_[ip:j (Aj — X)MAj), les 1j sont les valeurs propres de u et Ej; (u) est de dimension m(1j) de vecteures de labase
de E; ainsi E est somme directe des Ex; (U) puisquezj dim By (u) = Zj m(ij) =n.

cqfd
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6.3 Endomorphisme diagonalisable, dimension des sous-espaces propres

Théoreme 6.2. Soit u un endomor phisme d’ un K-espace vectoriel de dimension finie; les propositions suivantes
sont équivalentes :
(i) uestdiagonalisable;
(ii) lasomme des dimensions des sous-espaces propres est égale a la dimension de E ;
(iii) le polyndme caractéristique de u est scindg, et, pour toute valeur propre de u, la multiplicité est égale a la
dimension du sous-espace propre associé.

U est diagonalisable <=> ) dimE(u) =n
AESPU
< yyestscindéetVa € spu, m(x) =dimE; (u)

Démonstration.

(i) < (ii) Lasomme des sous-espaces vectoriels propres est directe; cette somme est égale a E s, et seulement s, sa

dimension est ladimension de E ; ceci donne le résultat, puisque la dimension d’ une somme directe est égale ala
somme des dimensions de chacun des facteurs.

(i) = (iii) Puisqueu estdiagonalisable, il existeunebasede E sur laquellelamatricedeu est diagonaleDiag(A1, ... , An);

ans xy = [[{1(Axi — X) est un polyndme scindé.
On sait que pour toute valeur propre A, q(A) = dim E; (u) < m(1) ; d’autre part

n= Z m(.) = Z dim Ej (u)

rESPU rESPU

ce qui implique que 0 = Z)Lespu(m()‘) — q(k)) et chacun des termes de la somme est positif ; tous les termes de
cette somme sont donc nuls.

(iii) = (i) Puisque xy est scindeg, Zkesp)u m(A) = n; ceci impliquequezxespudim E; (u) = netu est diagonaisable.

cqfd

Théoreme 6.3 (Cas des valeur s propres simples).
Tout endomorphisme d’ un K-espace vectoriel de dimension finie dont le polyndme caractéristique est scindé et a
toutes ses racines simples, est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles.

Démonstration. Dans ce cas, m(1) = dim E; (u) = 1 pour toute valeur propre A de u. cqfd

Corollaire. Tout endomorphisme d’'un K-espace vectoriel de dimension finie n dont le polyndme caractéristique
admet n racines distinctes est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles.

Démonstration. Dans ce cas, les racines du polyndme caractéristique sont simples. cqfd

6.4 Endomorphisme diagonalisable et polyndme annulateur

Théoreme 6.4. S u est un endomorphisme d’' un K-espace vectoriel de dimension finie, u est diagonalisable si, et
seulement si, u annule un polyndme scindé dont toutes les racines sont simples.

Démonstration.

Appelons 11, ... ,Ap les valeurs propres deux a deux distinctes de u. Dans une base adaptée a la décomposition
E= @jp:l Ex; (W), lamatrice deu est diagonale par blocs M = Diag( | Imij))j- Lepolyndme P = ]_[le(X—Aj)
est annulateur de M, car, par blocs,

P(M) = Diag(P(A})Im@.j))jeq.p] = O car Aj est racinede P pour tout j € [1, p]

Ainsi le polyndme P est scindé, aracines simples et annulateur de u.
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La démonstration est hors programme; €elle est basée sur la propriété suivante : si A et u sont deux scalaires
distincts, alors
ker((u—Alg) o (u—plg)) =ker(u—Alg) dker(u — wlg)

Un raisonnement par récurrence sur le nombre deracinesde P = r[jr’zl(x — Aj) montre que

p
p
ker P(u) = ker [ J(u—2jle) = & ker(u—Ajlg)
j=1 )=t

Si P est annulateur de u, ker P(u) = E et u est diagonalisable. cqfd

6.5 Endomorphisme diagonalisable et sous-espace stable

Théoreme 6.5. S u est un endomorphisme diagonalisable de E et F un sous-espace stable pour u, I’endomor-
phisme v, induit par u sur F, est diagonalisable.

Démonstration. Soit P un polyndme annulateur de u, scindé et aracines simples. Larestriction de P(u) a F est
P(v), et donc, P est annulateur de v. Ainsi v est diagonalisable. cqfd

6.6 Casdesmatrices

Définition 6.2 (Matrice diagonalisable).
Une matrice carrée d’ ordre n & coefficients dans K est diagonalisable si I'endomorphisme up de M, 1(K) associé
est diagonalisable.

Théoreme 6.6 (Car actérisation des matrices diagonalisables).
Pour une matrice carrée M d ordre n et a coefficients dans K, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M estdiagonalisable;
(ii) M estla matrice d’un endomorphisme diagonalisable;
(iii) M est semblable & une matrice diagonale;
(iv) la somme des dimensions des sous-espaces propresde M estn;
(v) xm est scindé sur K, et, pour toute valeur propre (de spx M), la multiplicité est égale a la dimension du
SOuUS-espace propre associ€;
(vi) il existeune matriceinversible P € G£n(K) telleque P~IMP = Diag(i1, ... , An) Soit diagonale, P étant
la matrice de changement de base, de la base canonique & une base constituée de vecteurs propresde M, le
jeétant relatif ala valeur propre ;.

Démonstration. Les cing premieres assertions sont la traduction au cas de uy des théoremes qui caractérisent les
endomorphismes diagonalisables.

Lasixiemeassertion est |’ explication pratique : recherche d’ une base de M, 1(K) constituée de vecteurs propres de
M et utilisation de cette base pour construire une matrice inversible P, la matrice de passage de la base canonique
alabase de vecteurs propres, qui diagonalise M. cqfd
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Le but de chapitre est de généraliser I’ espace ordinaire et son produit scalaire
— aladimension n : espace euclidien;
— aladimensioninfinie : espace préhilbertien réel ;
— aux nombres complexes : espace préhilbertien complexe, espace hermitien.
La généralisation portera essentiellement sur les notions d’ orthogonalité et de projection orthogonale.

1 Produit scalaire sur un espace vectoriel réel

Dans cette section, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie ou infinie, sauf avis contraire.

Définition 1.1 (Produit scalairerél).
On appelle produit scalaire réel sur E, toute forme bilinéaire symétrique et définie positive, i.e. toute application
¢ E x E— Rteleque

(i) VXe E, ¢x: Yy o(X,Y) estlinéaire linéarité a droite;
(i) V(x,y) € E%, 9(X,Y) = ¢y, %) symétrie;
(iii) Vxe E, x#0 = ¢, x) >0 définie positive.

Définitions 1.2 (Espace pr éhilbertien réel, espace euclidien).

E muni du produit scalaire ¢ est appel€ un espace préhilbertienréel. Si E est un espace de dimension finie, (E, ¢)
est un espace euclidien.

Le produit scalaire scalaire ¢ (x, y) de deux vecteurs est noté (x | y), ou encorex -y, <X, y>, (X|y) ...

Remarques.

Lalinéarité adroite et la symétrie impliquent lalinéarité & gauche.

Si I’un des vecteurs est nul, le produit scalaire est nul.

Le caractére « défini positif » du produit scalaire peut s établir en montrant que
VXeE, x|x)=20et(x|x)=0= x=0

Si F est un R-sous-espace de E, tout produit scalaire réel sur E induit un produit scalaire réel sur F.
Exemples 1.1.

(i) Produit scalaire canonique sur R" : il est défini par
VX = (X1, Xn), VY = (Ve V), (X YD = Zxk)’k
(i) Produit scalaire canonique sur My 1(R) : il est défini par
VX, Y) € (Mn1(R)%, (X ]Y) =IXY = Xn:xkyk

k=1

(@iii) Produit scalaire canonique sur Mp p(R) : il est défini par

V(A B) € (Mn p(R))?,  (A|B) =tr('AB) = Za. ibij
(iv) Produit scalaire sur I’ espace des fonctions continues sur le segment [a, b] et avaleursréelles:

b
V(f,9) € (C(a b],R)> (f|g) = / f(t)g(t) dt
a



2 Norme et distance associée a un produit scalairerédl 57

(v) Produit scalaire sur I’ espace des fonctions continues, 2 -périodiques sur R et avaleursréelles:

1 b/
v(f.g) e (Czn(R))Z, (flg = Z/ f(tg() dt

(vi) Produit scalaire sur I espace des fonctions continues et de carré intégrable sur I'intervalle |, et a valeurs
reelles:

V(o € (20, R)E (10 = [ fwogm
(vii) Produits scalaires sur |’ espace des polyndmes a coefficients réels; si | est un intervalle et w une fonction

continue sur | et a valeurs réelles (strictement) positives, telle que, pour tout entier n, t — t"w(t) soit
intégrable sur |, I’ application

(P.Q) € (RIX])> > (P | Q) = fl POQMw() dt

est un produit scalaire. Les cas classiques sont

1

| =[-1,1], wt) =1et (P | Q) :/ P(t)Q(t) dt
-1
| = ]-1 1L w(t) = — et<F>|Q>—fl PHQ()
- Y CJ/1-t2 ) J1-12
+00
| = [0, +oo[, w(t) = e et (P | Q) = / P®Q(e tdt
0
+00
| =]-oo 4ol ) =e P 1Q = [ POQUEdt

(viii) Produit scalaire sur I’ espace des suites réelles de carré sommable Z,Z\,(R), i.e. les suites réelles (ap)n telles
quelasérie Y, a2 soit convergente.

vab) e (GR)% falb) = ad
k=0

2 Norme et distance associée a un produit scalaireréel

E désigne un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté { | ).

Définitions 2.1 (Norme et distance associée).
Lanorme associée au produit scalaire { | ) est définie par :

Yxe E, |X|=+/X]|X)

Ladistance associée au produit scalaire est définie par :

V(x,y) € E2,  dx,y) = [ly — x| = VI = X) [ (Y — X))

Dans ce cas réel, lanorme et la distance sont qualifiées d’ euclidiennes.
Proposition 2.1. X — ||X|| = +/(X | X) est une application de E sur [0, +oo[ qui Vérifie
(i) e E, IX| =0 < x=0 axiome de séparation;;
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@ity YO, x) e R x E, [|AX|| = |A] IX]| axiome d’ homogeénéité.
Démonstration.

(i)0=[x|I*= (x| x) < x=0;
(1) [[AX]] = VX TAXY = /A2(X | X) = |A|{X | X)
cqfd

L'inégalité triangulaire sera demontrée alafin de cette section.

2.1 Expression du produit scalaire en fonction dela norme

Proposition 2.2 (Regles de calcul).
\oici troisrelations pour x et y éémentsde E :

(i) IX+ylI2 = IXI%+2(x | y) + [Iyl?;
(i) IX+ Y12+ IX — yII2 = 2IxI1Z + 2||y|I2 égalité du parallélogramme;

(i) (x1y) = 2(Ix+ylI2 = 112 = IyI%) = 2(IIx + yIIZ =[x = yII?)
expression du produit scalaireréel al’aide dela norme.

Démonstration.
(i) Utilisons lalinéarité adroite et a gauche, et la symétrie du produit scalaire

IX+YI2 = (X+YIX+Y) = XX+ XY+ YIX+FY]Y)
= X%+ 2(x | y) + llylI®

(ii) En changeant y en —y, on obtient
X = ylIZ = 1IXI” = 2(x | y) + lIylI?
Il suffit d" additionner les deux formules pour obtenir le résultat annoncé.
cqfd

Ladeuxieme égalité s'interprete par le

Corollaire (Egalité du paralléogramme).
La somme des carrés des longueurs des cotés d’ un parallélogramme est égale au double de la somme des carrés
des longueurs des diagonales.

Remarque. L'égalité du parallélogramme caractérise les normes euclidiennes, i.e. les normes qui sont associées a
un produit scalaire (réel).

2.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoreme 2.3 (Inégalité de Cauchy-Schwar z).
Pour x ety de E, ona

VX, y) € B2 (X Iy < X1yl

L'égalitéalieu s, et seulement s, la famille (x, y) est liée.
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Démonstration. Si ||x|| = 0, x est le vecteur nul, I'inégalité, qui devient une égalité dans ce cas, est vérifiée, et la

famille (x = 0, y) est une familleliée.

Si |Ix|| # 0, on pose, pour A € R, T(1) = ||AX+Y|1Z2 = A2||X|2+ 24 (X | ¥) + lly||2. T (1) est un trindme du second

degré, que I’ on écrit sous sa forme canonique

(x| y>>2 IXI2NYIZ — (x| y)?

0< T = IxI%(1 + (2.1)
( [1x]|2 [1x]12
En donnant lavaleur particuliére .o = —%, on obtient I’inégalité annoncée.
Dans le cas de I égalité de Cauchy-Schwarz, on a
(X 1y)\2
T = x| * 2.2
09 = IXP(h+ ) (22)
Donnant a lavaleur particuliére 1o = —%, onobtient 0 = T () = [|AoX + V|2, Soit Aox + Yy = O et lafamille
(X, y) est unefamilleliée.
Réciproguement, si lafamille (x, y) est une familleliée, par exempley = X, aors
X Ty = 1 px)] = [l (X | X) = Ll X012 = I LexIE = X1y
cqfd

Exemples 2.1. Voici quelques exemples d’ application de I’ inégalité de Schwarz :
(i) casdeR":

n n 1. n 1
Il =] 3w < iyl = (%) (3o 98)
k=1 k=1 k=1
(ii) casde M 1(R):
1 1 n 1. n 1
X | Y)| = ['XY] = ‘ < (XX)2O)E = () (2o v)°

(iii) casde My p(R):

I(A] B)| = |trtAB)| = ‘Za b, ,) < (trCAA)E (tr(1BB))? = (Zafj)

(iv) casdeC([a,b],R) :

KF gl =

b b 1 b 1
/a f(t)g(t)dt)g(fa (f(t))zdt)2</a (g(t))zdt)z

(v) casde L2(1,R):
1 1
f = [ fHgn) dt (ft éftzdtz
(o= [ foewa| < ([(10)°d)’( [ (ow)*er)

(vi) casdeR[X]:

P 11| [ Pocouoals ([Pouow)([@ofuoa)

Par exemple :

‘/ﬁo PHQ(e " dt| < </+OO(P(I))2 —t? dt)%(/ Q)% )%

—00
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(vii) casde (3 (R):

1
2

(@bl = ‘ki:c:)akbk‘ < (éaﬁ)(gbﬁ)

L'inégalité de Schwarz montre que, pour deux vecteurs non nuls x et y de E, le quotient % est un réd de
[—1, 1], réel quel’ on écrit cos, pour un & unique du segment [0, ] ; ce qui donne la

Définition 2.2 (Ecart angulaire entre deux vecteursreéels).
Si x et y sont deux vecteurs non nuls d’ un espace préhilbertien réel, il existe un uniqued € [0, ] tel que

X 1y) =[xl llyll cosé

0 est appelé|’angle (non orienté) entre x et y ; cet angle est défini an prés.

2.3 Inégalité de Minkowski, ou inégalitétriangulaire
Proposition 2.4 (Inégalité de Minkowski).
On al’inégalité, dite de MinKowski,

V(x.y) € EZ x4yl < IXI + Iyl

Démongtration. Développons ||x + y||? et utilisons I'inégalité de Schwarz :

X 4+ Y12 = X124 2(¢ | y) + IylI1Z < IXIZ + 21 Iyl + lIyl2 = (IxI + liyl)®

cqfd

Corollaire. x — ||X|| = /(X | X) est unenormesur E.

3 Produit scalaire sur un espace vectoriel complexe

Dans cette section, E désigne un C-espace vectoriel de dimension finie ou infinie, sauf avis contraire.
Remarque. Sur R, I'égalité x? + x2 = 0 est équivalente ax; = 0 et X, = 0. Sur C, lasituation est différente; on
a:
0=Z+=@z+iz(z1—-iz) < z1+izz=00uz —izp=0
tandis que
0=zl +|nP=az1+22% < z1=0e2=0

Définition 3.1 (Produit scalaire complexe ou her mitien).
On appelle produit scalaire complexe ou produit scalaire hermitien sur E, toute forme sesquilinéaire a symétrie
hermitienne et définie positive, i.e. toute application ¢ : E x E — C telleque

(i) VX € E, ¢x: X+ ¢(X,Yy) estlingaire linéarité a droite;
(i) VX, y) € E2, o(X,y) = o(y,X) symétrie hermitienne;
(iii) VXe E, Xx#0 = (X, x) >0 définie positive.

Définitions 3.2 (Espace préhilbertien complexe, espace her mitien).

E muni du produit scalaire ¢ est appelé espace préhilbertien complexe. Si E est un espace de dimension finie,
(E, ) est un espace hermitien.

Le produit scalaire ¢(x, y) de deux vecteurs est noté (x | y), ou encorex -y, <X, y>, (X|y), ...
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Remarques.
Lalinéarité a droite et la symétrie hermitienne impliquent la semi-linéarité a gauche, i.e. pour tous nombres com-
plexes A1 €t A2, pour tous vecteurs X1, Xp ety de E,

(MX1 4+ A2X2 | Y) = (Y | A1X1 + AoX2) symeétrie hermitienne

ALY | X1) + A2(y | X2) linéarité adroite
A(X1 | Y) + Ao(X2 | Y) symétrie hermitienne

Si I'un des vecteurs est nul, le produit scalaire est nul.
Le caractere « défini positif » du produit scalaire peut s établir en montrant que

VxeE, X|x)>20et(X|x)=0 = x=0

S F est un sous-espace vectoriel de E, tout produit scalaire hermitien sur E induit un produit scalaire hermitien
sur F.

Exemples 3.1. Reprenons les mémes exemples que dans le casréel, arrangés ala sauce complexe par I’ utilisation
dela conjugaison de la premiére variable.

(i) Produit scalaire canonique sur C" : il est défini par
VXZ(XL--an), Vy:(yl»---,yn)a (le): kYK
(i) Produit scalaire canonique sur My, 1(C) : il est défini par

V(X,Y) € Ma1(C)%, (X |Y)="XY = Zxkyk
k=1

(iii) Produit scalaire canonique sur Mp p(C) : il est défini par

V(A, B) € (Mnp(C))%, (A|B)=tr(AB) = Za, i |
(iv) Produit scalaire sur I’ espace des fonctions continues sur le segment [a, b] et a valeurs complexes :

b—
V(f,9) € (C(a b],C)% (f|g) = / ftg() dt
a

(v) Produit scalaire sur |’ espace des fonctions continues, 27 -périodiques sur R et avaleurs complexes :
2 1 (7 —
v(f.o e (Car)’. (T19)=5 [ TOgma

(vi) Produit scalaire sur I’ espace des fonctions continues, de carré intégrable sur I'intervalle | et a valeurs com-
plexes:

V(f,9) e (2D (flg) = /Imgmdt

(vii) Produits scalaires sur |’ espace des polyndmes a coefficients complexes; si | est un intervalle et w une
fonction continue sur | et avaleurs réelles (strictement) positives, telle que, pour tout entier n, I application
t — t"w(t) soit intégrable sur |, I’ application

(P.Q) e (CIX])2~ (P| Q) = /IWQmw(t)dt



62 Analyse hilbertienne

est un produit scalaire. Les cas classiques sont

1
| = [-1.1]. w(t):let(P|Q)=/ POQ() dt
-1

1 1 dt
et (P = P1HQY) —
e P [,Poen =

+00
| =[O, +o0f, w(t) =e ' et (P | Q) =f PMHQ(t) e ' dt
0

| =]1-11, w(t) =

—+o0
| =]—o00, +oof, w(t) =e ¥ et (P | Q) =f POO®) et dt

(viii) Produit scalaire sur |’ espace des suites complexes de carré sommable Zﬁ (C), i.e. les suites complexes (an)n
tellesquelasérie )" |an|? soit convergente :

Y(a, b)e(eﬁ,(c:) (@alb) =Y ab

k=0

4 Norme et distance associées a un produit scalaire complexe

E désigne un espace préhilbertien complexe dont |e produit scalaire est noté { | ).
Définitions 4.1 (Nor me et distance her mitienne).
L es définitions sont identiques au cas réel. La norme associée au produit scalaire hermitien (| ) est définie par :

VxeE, x| =vXIX)

Ladistance associée au produit scalaire hermitien est définie par :

V(x,y) € E2, dx,y) = lly — x|l = /Iy =Xy —X)

Dans ce cas complexe, on donne le qualificatif d’hermitienne a la norme et a la distance associées au produit
scalaire (hermitien).
Proposition 4.1. x — ||x|| = 4/{X | X} est une application de E sur [0, +oo[ qui vérifie
(i) VXe E, x| =0 < x=0
(i) Y, x) € Cx E, [IAx] = [A[[IX]]

Démonstration.

axiome de séparation;
axiome d’ homogénéité.

(i)0=|x|2=(X|X) < x=0;

(1) |AX]| = VOXTAXY = V[A2(X | X) = |A][{X | X)

cqfd
L'inégalité triangulaire sera demontrée alafin de cette section.

4.1 Expression du produit scalaire en fonction dela norme

Proposition 4.2 (Regles de calcul).
\oici desrelations pour x ety élémentsde E :

(i) X+ YylI% = IXI2+ 2%eXx | y) + Iyl?;
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(i) X+ Y12+ Ix —ylI% = 2Ix)12 + 2|y |12 égalité du parall&ogramme;
(i) Nex |y) = 3(Ix+ylI? — Ix]|? — ||y||)=%1(||x+y||2 Ix —ylI?)
~?sm<x|y>=%(||x—iy||2 |x||2 ||y|) F(Ix —iyl? = Ix +iyl?)
et (x|y) = Z(Ix+ylI2 = Ix=yl?) + L (Ix —iyll> — [x +iyl?)
expression du produit scalaire complexe a I’ aide de la norme.

Démonstration.
(i) Utilisons lalinéarité adroite, la semi-linéarité a gauche et la symétrie hermitienne du produit scalaire
IX+ Y2 = (X+y | X+y) = X[ X)+X[y)+ 1 X)+ ]y
= X1+ (x | y) + X Ty) + lylI?
= XII” + 29%te(x | y) + lly|1®

(ii) En changeant y en —y, on obtient
X — ylI2 = 1|12 — 20Rex | y) + llylI?

Il suffit d’ additionner les deux formules pour obtenir le résultat annoncé.
(iii) Changeonsy en —iy; on obtient, en utilisant e(—iz) = IMz,

IX = iylIZ = [IXI[% + 29%te(=i (x | y)) + Iy = [IXI1” + 23m(x | y) + IylI®

Par addition, on obtient les identités demandées.

cqfd
La deuxieme égalité s interpréete toujours par le
Corollaire (Egalitée du paralléogramme).
La somme des carrés des longueurs des cdtés d’ un parallélogramme est égale au double de la somme des carrés
des longueurs des diagonales.

Remarque. L'égalité du parallélogramme caractérise les normes hermitiennes, i.e. les normes associées a un pro-
duit scalaire complexe (ou hermitien).

4.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoreme 4.3 (Inégalité de Cauchy-Schwar z).
Pour x ety de E, ona

V(X y) € B2 [x Iy < IIxI Iyl

L'égalitéalieu s, et seulement s, la famille (x, y) est liée.

Démonstration. Si ||x|| =0... voirlecasrédl.
Si [|x|| # 0, onpose T (1) = ||AX + y||? pour A € C. On développe et on trouve :

0< T = IAx +yI2 = (X +y [ Ax+y) = ARIXIZ + Ax | y) + 2K TY) + yl2
= (7 KDY (o B e KA

1|12 I1X]|2 X1
21vl12 2
IXIHYIS =[x | y)
1112

T(2) est un trindme du second degré en la variable complexe A, que |'on a écrit sous sa forme canonique. En

donnant lavaleur particuliere Ag = fl’)‘(‘ﬁ'z , on obtient I’inégalité annoncée.

Le reste de la demonstration se traite comme dans le cas réel. cqfd

=||x||2\x+ x ”2\ n
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Exemples4.1. Toujours les mémes exemples d’ application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz; il suffit d’ gjouter
une pincée de condiment « conjugaison » sur la premiére variable et le plat est prét.

(i) casdeC":

1
2

X1y =

n 1 n
< IxI Iyl = (mez)z(k;w?)

(i) casde My 1(C):

n 1. n 1
(X 1Y) = XY = Bigl} XawkBigl < (XX)2(tYY)? = (Z|xk|2)2(2|yk|2)2
=1

k=1
(iii) casde My p(C):

NI

(A1 B)I = Ir(AB)| = [Ya by | < (ir(AA)? (r(BB)) = (Zla. i)
i

1

<Z|bi,j IZ)2
i

(iv) casdeC([a,b],C):

1

b___ b d :
|<f|g>|=\/ f(t)g(t)dt\s(/ o) a) /\g(t)\ dt)
a a

(v) casde £2(1):

1 1
(f |g>|=]fIWg<t)dt\<(fl|f(t>|2dt )*( f!g(t>| dt)*

(vi) casdeC[X]:

1 1
P1QI=| [POQOuo < ([IPouod)’([|eofund)’

Par exemple :

\/11%@(0\/_( (/ PO )¥( / QP J_)%
(vii) casde£Z(C):

(@)l (2 b| < (iwﬁ)%(imz)%

L'inégalité de Schwarz montre que, pour deux vecteurs non nuls x et y de E, le quotient ”X"‘l'ﬁ’ 7 estun nombre
complexe de module inférieur ou égal a1; on ne peut plus parler d’ écart angulaire entre deux vecteurs d’ un espace

vectoriel complexe.
4.3 Inégalite de Minkowski, ou inégalitétriangulaire
Proposition 4.4. Pour x ety de E, ona
V(x.y) € EZ Ix+yl < X+ llyll
Démonstration. Démonstration identique au casréel :
X + Y12 = X112 + 29%e(x | y) + Y12 < IxI2 + 2011 Iyl + Iy12 = (1] + lyl)?

cqfd
Corollaire. X+ ||X]| = 4/(X | X) est unenorme sur E.
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5 Orthogonalité

E désigne un espace préhilbertien réel ou complexe dont le produit scalaire est noté ( | ).

Définition 5.1 (Vecteur unitaire).

Un vecteur unitaire est un vecteur x de norme 1, i.e. vérifiant (x | x) = 1.

Définition 5.2 (Orthogonalité).

Deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul ; larelation d’ orthogonalité est notée ..

Xly < (x|y)=0

Définition 5.3 (Famille orthogonale).
Une famille de vecteurs (Xk)kea €st une famille orthogonale si les vecteurs de cette famille sont orthogonaux deux
adeux, i.e

Vik,1) e A2, k#| = (x|x)=0 (5.1)

Définition 5.4 (Famille orthonormale).
Une famille orthogonal e de vecteurs unitaires est appelée une famille orthonormale, i.e.

0 skl

Yk 1) e A%, (Xk | X)) =8k =
k1) € Xk | X1} = 0k, 1 Skel

(5.2)

Remarque. Si (vk)k est une famille orthogonal e de vecteurs non nuls, lafamille (”V—lk”vk)k est orthogonale.
Exemples5.1.

(i) Lesbases naturelles (canoniques) de R", C", Mp 1(R), Mn 1(C), Mp p(R) et M p(C) sont des familles
orthonormales pour |e produit scalaire naturel (canonique) des espaces considérés.
(ii) Lafamille{e : t — exp(ikt) / k € Z} est une famille orthonormale de Co,; .
Lafamille {1} U {t — coskt / k € N*} U {t > sinkt / k € N*} est une famille orthogonale de C»; ; la
famille orthonormale associée est {1} U {t — +/2coskt / k € N*} U {t — +/2sinkt / k € N*}.
(iti) Les divers produits scalaires sur R[X] et C[X] donnent des familles orthogonales de polyndmes, encore
appel ées familles de polyndmes orthogonatix :
n
— lespolyndmes de Legendre P, (t) = d—((t2— 1)") constituent une famille de polyndmes orthogonauix

dtn
1

P(t)Q(t) dt.
1

— les polyndmes de Tchebychev T, (t) = cos(narccost) constituent une famille de polyndmes orthogo-
1

POQ®)
1

pour le produit scalaire (P | Q) 2/

dt
naux pour le produit scalaire (P | Q) =/ —_—.
p p T
dn
— les polyndémes de Laguerre Ly (t) = W(t”e“) congtituent une famille de polyndmes orthogonaux

+00
pour le produit scalaire (P | Q) =/ POQ) et dt.
0

n
— les polyndmes d'Hermite Hn(t) = etz%(e*tz) constituent une famille de polyndmes orthogonatix
+oo
pour le produit scalaire (P | Q) =/ p(t)Q(t)eftz dt.

—00
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5.1 Relation de Pythagore
Voici tout d’ abord, deux regles de calcul :

Lemmeb5.1.
P g
() ZkakIZMM =YD kX I i)
I=1 k=11=1
PP
(i) HZKkaH =) k% | )
k=1i=1

Démonstration. Y’a qu’a développer en utilisant la linéarité a droite et la semi-linéarité a gauche du produit
scalaire.
p

P q q P q
() O o | Yy =Y ik | Y ayn) =D M (X | Y1)
k=1 1=1 1=1 k=11=1

k=1
(ii) Attention de ne pas oublier d’ utiliser deux indices!

p PP
HZXkaH Zkkxklz,ulxl =) k| )
k=1 k=11=1

cqfd
Remarque. En particulier, dans un espace préhilbertien réel :
X4y + 212 = X7 + IyIZ + 121 + 2 | y) + 20y | 2) + 2(z | x)
Théoreme 5.2 (de Pythagore).
(i) S uetv sont deux vecteurs orthogonaux, on a
lu-+ v = ull®+ |IvI|® (5:3)

La réciproque est vraie dans un espace préhilbertien réel.
(ii) S lafamille (vk)1<kgp est une famille orthogonale, alors

p p
IRAEN (5.4)
k=1 k=1

Démonstration.
(i) Casréel : lu+ V|2 = [[ul|®+ 2(u | v) + [IVI[> = [[u]|®> + [|V||® i, et seulement si, (u | v) = 0.
Cascomplexe: [[u+ V|2 = [|u|? + 2%te(u | v) + |[v[? et (u| v) = Oimplique |u + v[? = u]|® + [Iv|.
(ii) Puisgue les vecteurs sont orthogonaux deux adeux, (vk | vi) = O pour k # | et

p p
[>w]*= S vakn AL
k=1 kl k=1

kI=1
ka2l

cqfd

Théoreme 5.3 (Famille orthogonale et famillelibre).
Toute famille orthogonal e de vecteurs non nuls est une famille libre.
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Démonstration. Soit (vk)k une famille orthogonale de vecteurs non nuls; pour toute combinaison linéaire nulle
25:1 AkVk = 0, on a, en utilisant laformule de Pythagore,

p 5 P P
0= > hawi|” = D awwil® = Y Pl
k=1 k=1 k=1

ce qui montre que |k |2||vk||2 = 0 pour tout k € [[1, p], et Ax = O puisque les vecteurs vy sont tous non nuls. cqfd
Corollaire. Toute famille orthonormale est une famille libre.

5.2 Procédéd’ orthonor malisation de Schmidt

Comment construire une famille orthonormale a partir d’une famille libre? C'est |’ objet du procédé d’ orthonor-
malisation d' Erhard Schmidt.
Théoreme5.4. S (fy)k>1 est unesuitelibre d un espace préhilbertien réel ou complexe, il existe une unique suite
orthonormale (uk)k>1 telle que, pour tout entier p > 1,

(i) lesespaces engendrés par lesfamilles (fy, ..., fp) et (ug, ..., up) sont identiques;
Démonstration. Par récurrence sur p.
La propriété est vraie pour p = 1. Posonsu; = Afy; puisque O < (f1 | uy) = A(fy | f1), le scalaire A est > 0O,
1= |luy|| = AlIf1]| ce qui détermine A. Ainsi uy = Hf—llufl.
La propriété est héréditaire.
Commengons par analyser la situation. Puisque les sous-espaces engendrés par (f1, ..., fp) et (ug,..., up) sont
identiques, on peut poser

p
Upya=Afpra+ ) akuk (5.5)
k=1

L’ orthogonalité de ux avec up1 pour tout k € [1, p]] montre que

P
0= (uk | Upsa) = A(uk | fpra) + Y erjuk | uj)
j=1

P
= MUk | fpr1) + Y _ejdkj = AUk | fpr1) + ek (5.6)
j=1

cequi détermine a : ok = —A(Uk | fpi1) €t

p
Upy1 = AMfpy1 — Z?»(Uk | fp+1)Uk = AVpy1
k=1

0UVpi1 = fpy1 — ki (Uk | fpy1)Uk. D’ autre part,

P
0 < (fpra | Upta) = (Vpra+ Y (U | Fppa)Uk [ Upsa) = (Vpya [ Upya) = AlVpyal®
k=1
Ains lescaairer est > 0, A = m puisque upy1 est unitaire, et le vecteur up, 3 est unique.
Reste amontrer, ¢’ est la synthése, que ce vecteur convient. En effet, vp 1 = fpy1 — ka:l(uk | fpr1)uk N'est pas
nul, puisque lafamille (ug, ..., up, fp11) estlibre, et est orthogonal, par construction, aug, ... , Up. cqfd
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Algorithme de calcul del’ orthonormalisée

Le calcul effectif de I’ orthonormalisée (uk)k d’ une suite libre (fy)k s effectue al’ aide de I’ algorithme suivant :

1
u; = —fl
[Ifall
P 1
Vp>1 Vpra=fpra— ) (Uk|fpri)uketupis = ———Vpi1
p p+ p+ kX:; p+ p+ Vol p+
ou bien al’aide de celui-ci, qui permet, en général, des calculs plus simples:
(i) calcul delasuite orthogonale (vi)k :
P\ (Vi | fpra)
vi=fretVp>1 vpy1="Fp1— ZW

k=1
(ii) orthonormalisation de la suite (Vi) :

1
Vk>1, ux=—w
IVl

5.3 Baseorthonormaled’un sous-espace vectoriel de dimension finie

Théoreme 5.5 (Existence de base orthonor male).

Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’ un espace préhilbertien réel ou complexe, admet une base or-
thonormale.

Démonstration. L’ orthonormalisée d’ une base de F répond ala question. cqfd

Corollaire. Les espaces euclidien et hermitien admettent des bases orthonormales.

Dans un sous-espace vectoriel de dimension finie rapporté a une base orthonormale (uy, . .., up), les expressions
des coordonnées d'un vecteur, de sa norme, du produit scalaire et de la distance de deux vecteurs, sont partic-
ulierement simples :

p p
(i) expression des coordonnéesdex : X = Y (Uk | X)uk = Y _ XUk
k=1 k=1

p P
(ii) expressiondelanorme: [|x[[* = > "|xc|* = ) [(uk | X)[?
k=1 k=1

p p
(iii) expression du produit scalaire: (x | y) = » Xkyk = > _ (Uk [ X)(Uk | Y)
k=1 k=1

P
(iv) expression deladistance: d(x, y)* = Zlyk — %|?
k=1

6 Projection orthogonale

E désigne encore et toujours un espace préhilbertien réel ou complexe muni d’'un produit scalaire noté ( | ); le
corps des scalaires est noté K.
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6.1 Orthogonal d’unepartie

Définition 6.1 (Orthogonal d’une partie).
L'orthogonal d'une partie non vide A de E est I'ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux a tous les
vecteursde A : onlenote At.

At ={xeE/ VYac A, (a|x) =0}

Proposition 6.1 (Propriétés del’ orthogonal).
L’ orthogonal d’ une partie possede les propriétés suivantes :

(i) I'orthogonal de Og est E et I’ orthogonal de E est {Og} ;

(ii) s aestunvecteur non nul, I’ orthogonal de a est un hyperplan de E ;
(iii) pour toute partie A non vide, A est un sous-espace vectoriel de E ;

(iv) s F estunsous-espacede E, F N F* est réduit & {0} ;

(v) s F est un sous-espace vectoriel engendré par la famille (fy, ..., fp), I’orthogonal de F est caractérisé

par :

{f)t (6.1)
1

p
XxeFt < Vke[lpl., (fk|X)=0 < xe

k=
Démonstration.
(i) Pour tout x de E, (x | 0) = 0, soit x L 0. Ainsi E C {0} et E = {0}-.
Si x est orthogonal & E, x est, en particulier, orthogonal alui-méme; x est donc nul. Ainsi E+- ¢ {0} et E+ = {0}.
(i) Sianestpasnul, {a} = {x/ (a| x) = 0} = ker{x — (a| x)} est le noyau d’ une forme linéaire non nulle; ¢’ est
donc un hyperplan.
(iii) At estI'intersection de tous les hyperplans {a} ol a décrit A, ¢ est donc un sous-espace vectoriel.
(ivyxe FNFtY = (x| x)=0,s0itx=0.
(v) Les ééments de F sont des combinaisons linéaires des vecteurs fy, et

p p
xeFt & YOu.....ap eKP, 0= (x| Y i) =D rk(x|fi)
k=1 k=1

{fi}*

p
<~ Vke[lp], X|fk)=0 < xe¢

k=1

cqfd

6.2 Supplémentairesorthogonaux, projecteurs orthogonaux

Définition 6.2 (Sous-espaces or thogonaux).
Deux sous-espaces vectoriels F et G sont orthogonaux s tous les vecteurs de F sont orthogonaux a tous les
vecteurs de G, i.e. s F ¢ G* ou bien s tous les vecteurs de G sont orthogonaux a tous les vecteurs de F, i.e.
Gc FL
Théoreme 6.2 (Caractérisation des supplémentaires orthogonaux).
S F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, |es propositions suivantes sont équivalentes
(i) F et G sont orthogonaux;
(i) F+=G;
(ii) Gt =F.
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Démonstration. (ii) et (iii) donnent (i).

Tout vecteur x de F- se décomposesuivant F @ Genx =y +z;or (x |y) =0(x e Fletye F)et(z|y) =0
(zeGc FletyeF), cequiimpose(y|y) =0doncy =0, et x = z € G. Chere lectrice, cher lecteur, vous
venez de démontrer que (i) implique (i1).

Vous démontrerez de méme que (i) implique (iii). cqfd
Danscecas, ondiraque F et G sont supplémentaires orthogonaux dans E, et les projecteurs associés sont qualifiés
de projecteurs orthogonaux.

Exemples6.1.

L’ hyperplan H d’ équation x; + X2 + X3+ X4 = O et ladroite vectorielle dirigée par '(1, 1, 1, 1) sont supplémentaires
orthogonaux dans R* muni du produit scalaire canonique.

Plus généralement, I hyperplan H d’ équation Z’j‘zl ajxj = OetladroiteD = R'(ay, ... , an) sont supplémentaires
orthogonaux dans R" muni de son produit scalaire naturel (canonique).

Dans|’ espace hermitien C™ muni de son produit scalaire naturel (canonique), I’ hyperplan H d’ équation Z’j‘:l ajXj =
OetladroiteD = Cl(ay, ..., an) sont supplémentaires orthogonauix.

Généralisation. SiE = F1 @ --- @ Fp et s les sous-espaces Fy sont orthogonaux deux a deux, la somme des
sous-espaces Fi est une somme directe orthogonale de E.

6.3 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie

Théoreme 6.3 (Théoréme de la projection).
S F est un sous-espace vectoriel de dimension finie p d’ un espace préhilbertien réel ou complexe E, alors

(i) pour tout vecteur x de E, il existe un unique vecteur de F noté pg (X) tel que X — pg (X) soit orthogonal a

F;
(ii) s (ug,...,up) est une base orthonormale de F, on a
p
PFE(X) = > (UK | X)uk (6.2)
k=1

(iii) E est sommedirecteorthogonalede F et F, et pr est le projecteur orthogonal d’image F, i.e. le projecteur
sur F parallélementa FL.

Démonstration.
(i) etii. Appelons (ug, ..., up) unebase orthonormale de F et considérons un vecteur y = Zle ykUk de F. Alors

X—yeFr=Kui®- - @&Kup)t < Vjellpl, (x—y) Lu;

P P
= Vi, 0=(uj | X—y)=(uj | X= Y WUk = (Uj | X) = > Ykdkj = (Uj | X) = Yj
k=1 k=1

= Y= ) (Uk|X)Uk = PF(X)

p
k=1
(iii) Tout vecteur x de E se decompose, de maniere unique, en un éément pg (X) de F et un éément x — pg(X) de
Fl,ans E=F@F*L.
Pr est le projecteur sur F, parallélement & F+ ; ¢’ est donc le projecteur orthogonal de E sur F.
cqfd
Remarque. Avec les mémes notations, X — pg (X) est le projeté orthogonal dex sur F+, et pe. = g — pE.

Corollaire (Existence de supplémentaire orthogonal).
Tout sous-espace vectoriel de dimension finie de E admet un supplémentaire orthogonal dans E.

Remarque. Si F n’est pas de dimension finie, lasomme directe F @ F peut &tre différente de E.
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Projection orthogonale sur unedroite, sur un hyperplan

La projection orthogonale sur la droite (vectorielle) D dirigée par a, est donnée par :

a
pp:er»—>( |);> (6.3)
lall
La projection orthogonale sur I" hyperplan H orthogonal a a, est donnée par :
alx
pﬂzlE—pD:erHx—<”a|”2> (6.4)
Laréflexion (ou symétrie orthogonale) ryy par rapport al’ hyperplan H, est donnée par
a
rH=2pH—IE:er|—>2(”a|”);>a— (6.5)
Interprétation geométrique de I’ orthonor malisation de Schmidt
En notant F, le sous-espace engendré par lafamille (fy, .. ., fp), ou engendré par lafamille orthonormale (uy, . .., up),
on peut écrire
p
Vpt1 = fpr1 — Z(Uk | for1)uk = fpr1 — PR, (Fpr1) = Prt (fp+1) (6.6)
k=1
et vpy1 Sinterprete comme la projection orthogonale de fp 41 sur FpL.
6.4 Distanced’un vecteur a un sous-espace de dimension finie
Définition 6.3 (Distance a un sous-espace).
Si F est un sous-espace vectoriel de E et x un vecteur de E, on pose:
dix, F) = inf d(x,y) = inf [y — x|| (6.7)
yeF yeF

Ce nombre existe puisqu’il est la borne inférieure d’ une partie non vide de [0, +o0[ ; il est appelé distance de x a
F.

Théoreme 6.4 (Expression de la distance a un sous-espace).
S F est un sous-espace vectoriel dedimension finiede E,

(i) l'applicationy — d(x,y) = ||y — x|| admet un minimum global strict sur F, atteint en pg (X) ;
(i) dix, F) =d(x, pr(x)) et d®(x, F) = [Ix|2 = [|pv )12 = (X = PF(X) | X).
Démonstration.
(i) Considérons un vecteur y de F distinct de pr (X) ; X — pr (X) est orthogonal a F, donc en particulier ay — pg (X)
et le theoreme de Pythagore donne
d?(x,y) = d(x, pr(0) + P (PF (), y) > d(X, PE (X)) (6.8)

(i) Laquestion précédente montre que {d(x, y) / y € F} possede un unique plus petit &lément a savoir d(x, pr (X)) ;
on peut écrire

d?(x, F) = [Ix — pr (X)[1? = [IX]|> — || pr (x)||? relation de Pythagore
= (X— PE(¥) | X— PE(X)) = (X — Pr(X) | X) car pr(X) L (X — Pr(X))
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cqfd
Théoreme 6.5 (Projection et application lipschitzienne).
Pr est une application lipschitzienne de rapport 1, i.e.
V(X y) € E%  [IpE(Y) — PEOOI < [ly — x| (6.9
Démonstration. ||pr(X)||2 = [Ix[|2 — d?(x, F) < ||x||? et lalinéarite de pr donnele résultat. cqfd

Remarque. Lespropriétésde ce paragraphe se généralisent aun sous-espace vectoriel F qui admet un supplémentaire
orthogonal dans E.

6.5 Inégalitéde Bessd

Théoreme 6.6 (Inégalité de Bessdl).
S (ug, ..., up) est une famille orthonormale de E et x un vecteur de E, alors:

{uk | %)1? < [Ix]I? (6.10)

Mo

=
[

1

S (Uk)ken €st une suitelibre de E et x un vecteur de E, alors:

—+00
((Uk [ X)), € LR(C) e > [k [ )7 < IIx|1? (6.11)
k=0
Démonstration. Notons Fp, le sous-espace vectoriel engendré par (uy, ... , Up) ; laprojection dex sur Fp donne

p

1P, 0012 —”Zumx e = Dl 10 < i

k=1

L’inégalité précédente montre que les sommes partielles de |a série de terme général Y _|{(uk | X) |2 sont majorées
par ||x||2; lasérie est donc convergente (elle est & termes positifs) et sa somme est majorée par ||x||2. cqfd

6.6 SeériesdeFourier, leretour

Lafamille (g : t — €K'), ., est une famille orthonormale pour le produit scalaire hermitien de I’ espace Co,, des
fonctions continues 27 -périodiques (f | g) = - f f(t)g(t) dt

L es coefficients exponentiels de Fourier cx( f) sont donnés par ck(f) = (e | f).

L’ espace 7, des polyndmes trigonométriques de degré au plus n admet la famille des e pour k € [—n, n]] pour
base orthonormale.

La somme partielle de Fourier S,(f) = Zk__n c(flex = Zk__n & | f)e Sinterpréte comme la projection
orthogonale de f sur 7, ; $,(f) est donc le polyndme trigonomeétrique de degré au plus n de meilleure approxi-
mation, et

n n
I H kZ CK(f)a<”2 = kZ lek( £))? relation de Pythagore;
——n ——n

Qi) | f - Sn(f)||2 = f]? = |sH|* relation de Pythagore;
(i) |s(H|* = Z|ck|2 ki _i/ﬂmz inégalité de Bessel.
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Puisque (S,( f))n tend vers f pour lanorme de laconvergence en moyenne quadratique, lastite (|| f — S, (f) || s
tend vers 0, soit

[f = SO =[]~ [sD]* — 0
ce qui donne I’ égalité de Bessal-Parseval :

. . ad 1 [
lim | $(D]1* = | 1] soitcol® + Y _(lel® + le® = o [ 1117
k=1 T Jn
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1 Résumeé des épisodes pr écédents 77

On note E un R-espace vectoriel dedimension finie n, muni d'un produit scalaire (réel) qui est noté ( | ). Rappelons
gu’ un C-espace vectoriel de dimension finie et muni d’ un produit scalaire (complexe), est appel & espace hermitien.

1 Résumeé des épisodes préecédents
1.1 Produit scalaire

A) Son expression dans une base quelconque

Soit B = (ey, . .., &) une base quelcongue de E. On note (X1, . .. , Xn) (resp. (Y1, ... , Yn)) les composantes de x
(resp. y) relativement alabase B. Aing,

n n
x=2;xj e,-ety:X%y,- e (1.2)
= =

ce qui donne
n n
(x|y) = ZX.a |Zx1e, =Y > xiyjlele)=> Xy (12)
i=1j=1 i,]

avec gi,j = (g | )). Dansle cas complexe, on a

n

(x|y)= Z yi(e le) =) g%y
i

B) Expression matricielle du produit scalaire

Appelons G lamatrice determe général gi j = (g | €j) ; G est une matrice carrée d’ ordre n, a coefficients réels et
symétrique. L' expression du produit scalaire s écrit al’aide de G :
x|y) = Zg. i Xiyj = XGY (1.3)

ou X = Matg(x) (resp. Y = Matp(y)) est lamatrice-colonne des composantes de x (resp. y) relativement a 3.

C) Effet d'un changement debase

Soient B = (€], ..., €,) uneautre base de E et P lamatrice de passage de labase B alabase B/, i.e. lamatrice
P = Matg(B’) dont la je colonne est la colonne des composantes du vecteur e(J relativement a B. Ainsi,

Matg(x) = Matg(B)Matp (x), soit X = P X’
et le produit scalaire devient :
x|y) =XPY =Y{PX)G(PY) = X'{PGP)Y =X'GY’ (1.4)
Lamatrice G’ du produit scalaire relativement alabase B’ s écrit :

G ='PGP
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D) Casd'unebaseorthonormale

Si U = (ug,...,un) est une base orthonormale de E, alors (uj | uj) = & j et lamatrice du produit scalaire
relativement ala base orthonormale/ est la matrice unité Iy,.

SV = (vy,...,vn) st une base orthogonale de E, alors (vj | vj) = §j jllVvi 12; la matrice du produit scalaire
relativement & la base orthogonale V est lamatrice diagonale Diag(||v1|/2, . .., [[Vall?).

1.2 Baseorthonormale

A) Leur existence
Tout espace euclidien (resp. hermitien) possede, au moins, une base orthonormale : I’ orthonormalisation d’'une
base (quelconque) de E donne le résultat.

B) Diversesexpressions dansune base orthonormale

Considérons une base orthonormalel/ = (¢1, ... , en) de E. Lacomposante xj dex suivant ¢j est Xj = (gj | X) =
(Xej)et

n n
X = ZXJ'SJ' = Z(Sj | X)ej
=1

=1

n n n
X1y = D Xjyklej ek = D Xj¥djk = D _ XYk
ik=1 i k=1 k=1
n
IXI2= (x| %) =%
k=1

n
d?06y) =y = X172 = (% —x0)°
k=1
Dans le cas complexe, le lecteur mettrales barres de module et de conjugaison laou il faut!

C) Isomorphismede E sur My 1(R)

Ladonnéed’ unebase orthonormalel/ = (¢1, ... , &n) de E permet de construire unisomorphismede sur M, 1(R)
muni de son produit scalaire naturel (canonique) :

X > Maty(X) =X, ..., %) = X

D) Matriced un endomorphismerelativement a une base orthonormale

Soient u un endomorphisme de E et A = [& ;] = Maty,(u) samatrice relativement a une base orthonormale ¢/
de E; leterme g j, i€ composante du vecteur u(ej) relativement alabase i/, se calcule par :

a.j = (&i | uej))

E) Caractérisation delamatriced’un produit scalaire (rég)

Théoreme 1.1. Soient E un espace euclidien dedimensionn, B = (e, ... , &;) une base (quelconque) de E et G
une matrice symétrique réelle d’ordre n; alors (x | y) = 'XGY définit un produit scalaire sur E si, et seulement
g, il existe une matriceinversible P € GLn(R) telleque G = PP
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Démonstration.

G est lamatrice du produit scalaire ( | ) relativement a B. Si U/ est une base orthonormalede E, et si P = Matg ()
est lamatrice de passage de B al/, G’ = 'PGP est lamatrice du produit scalaire relativement ai{, donc G’ = I,
e G="p-ip-L

x,y) = X'PPY = {PX)PY est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E, démonstration &
rédiger. cqfd

1.3 Supplémentaires orthogonaux

A) Leur existence
Tout sous-espace vectoriel F de E admet un supplémentaire orthogonal F+, puisque F est de dimension finie.
D’ autre part (FL)l =F.

B) Leur dimension

dmF+ =dimE —dimF

C) Leurséguations

Si (fy, ..., fp) estunebasede F, ou plus généralement une famille génératrice de F, alors

x € F+ =Vect{fy, ..., fp}r < Vj e[l pl (fjIx)=0 (1.5)

D) Baseorthonormale adaptée a un sous-espace vectoriel

Puisque E = F @ F, on peut construire une base orthonormale de E, en réunissant une base orthonormale de F
et une base orthonormale de F - ; une telle base est appel ée base orthonormale adaptée & F.

Théoreme 1.2 (de la base orthonor male incompléte).

Toutefamille orthonormale (uy, . . . , up) de E peut ére complétée en une base orthonormale (U, ..., Up, Upy1, . ..

de E.

Démongtration. 11 suffit d’ appliquer laremarque précédente au sous-espace vectoriel F engendrépar (U, ... , Up).
cqfd

2 Adjoint d’un endomor phisme

2.1 Isomorphismenaturel (canonique) de E sur son dual

Théoreme 2.1 (Isomorphisme naturel de E sur son dual).
L'application ® : x € E — (x| -} réalise un isomorphisme de E sur son dual E* ; on le qualifie de naturel ou de
canonique.

Démonstration.

Pourtoutx € E, ®(X) = (X | -) : Yy > (X | y) est une application linéaire de E versR, i.e. une forme linéaire sur
E, i.e. un &ément de E*.

® est une application linéaire car, pour tout X; et X2 dans E, pour tout A1 et Ao dansR, on al’ égalité des applications
(AX1 + A2X2 | ) et Ar{X1 | -} + A2(X2 | -). En €ffet, pour tout y dans E,

(Aax1+Axz2 |y) = Aalxa |y) + Az2(xz | y) = [®(haxa + A2x2)|(Y)

Un)
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z € ker(x — (x| -)) s, et seulement si, (z | -) est laformelinéairenulle, i.e. Yy € E, (z | y) = 0, soit z = 0.
L application linéaire ® est donc injective.

E et E* sont deux espaces vectoriels de méme dimension finie; I’ application linéaire injective ® est donc un
isomorphisme de E sur E*. cqfd

Théoreme 2.2 (de représentation de Riesz).
A toute formelingaire ¢ sur E correspond un unique vecteur a de E tel que

Vy e E, o(y)=(aly)
Démonstration. Utilisons I’ isomorphisme naturel @ et posonsa = ®~1(¢). Ainsi ¢ = ®(a) = (a| -). cqfd

Exemple 2.1.
A toute forme linéaire ¢ sur Mp, p(R) correspond une une unique matrice A € My p(R) qui « représent » ¢ pour
le produit scalaire naturel (canonique) de My p(R), soit

YM € My p(R), 9(M) = trtAM)

Produit vectoriel en dimension 3

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3, orienté par la donnée d' une base orthonormale B = (i, j, k).
Le produit mixte
[X,y, 2] = det(x,y, 2)

est indépendant de la base orthonormale directe 3 choisie. Pour x et y fixésdans E, I’ application z — [X, Y, z] est
une forme linéaire que I’ on peut représenter al’aide d’ un vecteur wquel’on notex Ay, etl’ona:

VZe E, (xAyl|2) =[xy, 2z] =det(x,y,2)

A ' aide de cette d&finition, on retrouve les propriétés habituelles du produit vectoriel. Pouvez-vous les demontrer ?

2.2 Endomorphisme associé a une forme bilinéaire

Théoréme 2.3. A toute forme bilinéaire W sur E est associée un unique endomor phisme u de E tel que

YX,¥) € E, U(X,y) = (UX) |Yy)

u est appel & endomorphisme naturel (canonique) associé alaforme bilinéaire .

Démonstration.
y = W(X,y) est uneformelinéaire sur E. Le théoreme de représentation de Riesz montre I’ existence d’ un unique
vecteur de E, que I’on note u(x), tel que

vy e E, W(X,y) = (u®X |y) (2.2)
L' application u est linéaire, car pour tout vecteur x1, X2 €t y, pour tout réel A1 et A, ona

(U(A1Xg 4+ AoX2) | Y) = W(A1Xy + A2X2, Y) = AW (X1, Y) + AW (X2, Y)
= A1{U(X1) | y) + A2(u(X2) | y)
= (A1U(X1) + A2u(X2) | y)

L' unicité de la représentation de Riesz montre I’ égalité entre u(A1X1 + A2X2) €t A1U(X1) + A2U(X2).
cqfd
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2.3 Adjoint d’'un endomor phisme

Théoreme 2.4 (Existence et unicité de |’ adjoint).
A tout endomorphisme u de E est associé un unique endomomor phisme de E noté u* tel que

V(x,y) € E2, (u* () | y) = (x | u(y))

L’ endomorphisme u* est appelé I’ adjoint de u.

Démonstration. u* est I'endomorphisme naturel (canonique) associé a laforme bilingaire symétrique
U:xe Er (X|uly)) (2.2

Cher lecteur, la vérification de labilinéarité de W est laissée avotre initiative. cqfd

Théoreme 2.5 (Matrice del’adjoint dans une base orthonormale).
S B est une base orthonormale de E, alors

Matg(u*) = 'Matp(u)
Démonstration. Appelons (ey, ... , €y) lesvecteurs de labase orthonormale B de E ; alors
(MatB(U*))u = (g | u*(e))) = (gj | u(e)) = (MatB(U))jJ

ce qui donne I’ égalité annonceée. cqfd

Proposition 2.6 (Regles de calcul).

S u et v sont des endomorphismes de E et A un réel, alors
(i) (U+v)* =u*+v*; QW* = Au*; (U*)* =u; ainsi u — u* est un automorphismeinvolutif de L(E) ;
(i) (Uov)* =v*ou*; (Ie)* = Ig;

(iii) ue GL(E) — u* € GL(E) et, danscecas, (U*)"1 = (u1)*;

(iv) tr(u*) = tru et det(u*) = detu.

Démonstration. Si x et y sont des vecteursde E, alors

O U+ )" ) [y) = X[ U+v)Y) = X]Uuy)+ X[ vly) = UX) |y + @& [y = U+ X |
y) = ((U* + v*)(X) | y); I'unicité de la représentation de Riesz montre I’ égalité entre (U + v)*(X) et (U* + v*)(X),
ceci pour tout x, donc I’ égalité des applications (U + v)* et u* + v*.

(AW*X) | y) = (x| (Au)(y)) = A(X | u(y)) = AUu*(X) | y) = (AU*(X) | y); I"'unicité de la représentation de
Riesz montre I’ égalité entre (Au)*(x) et Au*(x), ceci pour tout x, donc |’ égalité des applications (Au)* et Au*.
((U*X) | y) = (X | u*(y)) = (UX) | y); et, d apres|’unicite de larepré. .. , I’égalité des applications (u*)* et
u est demontrée.
Ainsi, u — u* est une application linéaire qui est son propreinverse; u > u* est uneinvolution.

() ((Uov) 0 1y) = (x| u(v(y)) = (U*X) | v(y)) = (v* o u*(x) | y); d' ol I égalité des applications (u o v)* et
v* o U*,
(1B Iy)y =X TEW) = (X1y) =(lEX) | y) et (IE)* = IE.

(iii) Uov = vou = lg = v*ou™ = Uu*ov* = (Ig)* = Ig; ceci montrel’implicationu € GL(E) — u* € GL(E)
et I’égalite de v* = (u~1)* avec (u*)~1. L’égalité (u*)* = u montre laréciproque.

(iv) Si B est une base orthonormale de E, la matrice de u* relativement a B est la transposée de la matrice de u
relativement alaméme base; ces matrices ont lamémetrace et le méme déterminant ; u et u* ont donc mémetrace
et méme déterminant.

cqfd
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2.4 Adjoint et stabilité

Théoreme 2.7. S u est un endomorphisme de E, alors,

(i) keru* = (Imu)L, Imu* = (keru)L etrgu* =rgu;
(i) soit F un sous-espace vectoriel de E ; F est stable par u s, et seulement si, F+ est stable par u*.

Démonstration.

()X ekeru* <= U () =0 < Vye E, 0= (u*x) |y) = (x| u(y)) < xe (Imu)"

On applique I’ égalité précédente au* et on trouve : (Im u*)L = ker(u*)* = ker u; en prenant les orthogonaux, on
obtient |’ égalité annocée.
rgu* = dim(Imu*) = dim(keru*) = dimE — dim(keru) = rgu;

(ii) s F est stable par u, dors, pour touty € F, u(y) € F.Six € FL, aors, pourtouty € F,0 = (x | u(y)) =
(U*(x) | y), ce qui montre que u*(x) € FL; aingi, F* est stable par u*.
Si FL est stable par u*, (FY)* = F est stable par (u*)* = u.

cqfd

3 Endomorphisme auto-adjoint
3.1 Geénéralités

Définitions 3.1 (Endomor phisme auto-adjoint ou symétrique, anti-symétrique).
Si u est un endomorphisme d’'un espace euclidien E, u est dit auto-adjoint ou symétrique si

V(x,y) € E% (U0 | y) = (x| u(y))

u est dit anti-symétrique s

V. y) € E% (ux) |y) = —(x | uy)
On note S(E) I'ensemble des endomorphismes auto-adjoints ou symétriques et A(E) I’ensemble des endomor-
phismes antisymétriques.

Théoreme 3.1 (Car actérisation des endomor phismes auto-adjoints).
S u est un endomorphisme d’ un espace euclidien E, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) uestauto-adjoint;
(i) u=u*;
(iii) pour toute base orthonormale B de E, la matrice de u relative & B est symétrique;
(iv) il existe une base orthonormale BB de E telle que la matrice de u relative a B soit symétrique;

Démonstration. u est auto-adjoint <= V(x,y) € E2, (u(X) | y) = (X | u(y)) = (U*(X) | y) <= u=u* ce
qui montre I’ équivalence des deux premieres assertions.

(i) = (iii) Lesmatricesdeu et u*, relatives a 3, sont égales puisque u = u*; d autre part, Matg(u*) = ‘Matg(u)
puisque B est une base orthonormale.

(iiiy = (iv) Qui peut le plus, peut le moins.
(iv) = (ii) Leségalites Matg(u) = ‘Matg(u) = Matg(u*) montrent queu = u*. cqfd
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Endomorphisme symétrique et matrice symétriqueréelle

Si S est une matrice symétrique réelle d ordre n, I’endomorphisme us associé a S, est un endomorphisme auto-
adjoint (symétrique) de My 1(R) muni de son produit scalaire naturel (canonique). En effet :

(us(X) 1Y) = {(SX)Y =IXISY = IXSY = (X | SY) = (X | us(Y)) (3.1)

Soient E un espace euclidien et 5 une base orthonormale de E ; & toute matrice symétrique réelle d'ordre n,
on associe |’endomorphisme us de E, de matrice S relativement & 18 ; us est un endomorphisme auto-adjoint
(symétrique) de E car

(Us() y) = (SX)Y = XSY = (x | us(y)) (32

Tout ceci donne la

Proposition 3.2. S B est une base orthonormale d’' un espace euclidien E, I'application u — Matg(u) réalise
un isomor phisme du R-espace vectoriel S(E) des endomor phismes auto-adjoints (symétriques), sur le R-espace
vectoriel Sp(R) des matrices symétriquesréellesd ordren, et

nin+1)

dmS(E) =dimSn(R) =

Théoreme 3.3 (Car actérisation des endomor phismes antisymétriques).
S u est un endomorphisme d’ un espace euclidien E, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) u est antisymétrique;
(ii) u* = —u;
(iii) pour toute base orthonormale 5 de E, la matrice de u relative & B est antisymétrique;
(iv) il existe une base orthonormale 5 de E telle que la matrice de u relative & B soit antisymétrique;

Démonstration. La démonstration ressemble comme une goutte d’eau a la démonstration précédente; elle est
laissée aux soins de lalectrice ou du lecteur. cqfd

Proposition 3.4. S B est une base orthonormale d’ un espace euclidien E, I’application u — Matg(u) réaliseun
isomor phisme du R-espace vectoriel A(E) des endomor phismes antisymétriques, sur le R-espace vectoriel An(R)
des matrices antisymétriquesréellesd ordre n, et

nin—1)

dmAE) =dmAR(R) = >

3.2 Projecteur orthogonal

Définition 3.2 (Projecteur orthogonal).

Si F est un sous-espace vectoriel d un espace euclidien E, le projecteur pr d’'image F, parallélement & F*, est
appelé projecteur orthogonal de E sur F.

Proposition 3.5 (Expression analytique d’un projecteur orthogonal).

S (uy, ..., Ur) est une base orthonormalede F, on a

r

vx € E, pr(X) = Z(Uj | X) uj

j=1
(@l x)
lla|?

Casd'unhyperplan = {a}* : pyy = lg — pp : X > X —

CasdunedroiteD = Ra: pp : X —

(@l x)
llay2
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Proposition 3.6 (Expression matricielle d’un projecteur orthogonal).
S B est une base orthonormalede E, si (ug, ... , Ur) est une base orthonormalede F et si Uj = Matg(uj) estle
vecteur-colonne des composantes de u; relativement a B, alors

;
Matp(pr) = ZthUj

j=1
Démonstration. Appelons Pr = Matg(pr) lamatrice de pg relative a B. L'égalité pr (X) = erzl(uj | X) uj
s’ écrit matriciellement Pe X = 375 _; ("Uj X)Uj. Or, 'U; X est un nombre réel ou plutdt une matrice detaille 1 x 1
gui commute avec toute matrice. Ainsi

PX =

r r
J:

Uj(UjX) = (Uj'Uj)X = (Xr: Ujtu; ) X
-1

1 =1

cqfd
Théoreme 3.7 (Car actérisation des projecteur s orthogonaux parmi les projecteurs).
S p est un projecteur d'un espace euclidien E, p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, p est auto-adjoint
(symétrique).
Démonstration. Tout projecteur p est la projection de E sur Im p, parallélement aker p.
Soit p le projecteur orthogonal sur Im p parall&lement & (Im p)* ; dans une base orthonormale B adaptée a la
somme directe orthogonale E = Im p@®(Im p)+, la matrice de p relative & B est la matrice diagonale par blocs
Diag(l;, On—r) oUT est lerang de p. Cette matrice est symétrique réelle, donc p est auto-adjoint.
Si p est auto-adjoint, ker p = ker p* = (Im p)* et p est le projecteur de E sur Im p et parallélement & (Im p)* ;
p est un projecteur orthogonal. cqfd

Proposition 3.8 (Interprétation matricielle).
Soient p un endomor phisme d’' un espace euclidien E, B une base orthonormalede E et M = Matg(p) lamatrice
de p relativea BB ; alors, p est un projecteur orthogonal s, et seulement si, M € Sy(R) et M2 = M.

3.3 Symeétrieorthogonale

Définition 3.3 (Symétrie orthogonale).

Si F est un sous-espace vectoriel d un espace euclidien E, la symétrie par rapport a F et parall@lement a F- est
appel ée symétrie orthogonale par rapport a F.

Proposition 3.9 (Symétrie et projecteur orthogonaux).

Soient F un sous-espace vectoriel d’'un espace euclidien, sg la symétrie orthogonale par rapport & F et pg le
projecteur orthogonal d'image F ; alors:

SF + le = 2pF
alx)
la)?

Casd'unhyperplan® = {a}* : sy =2py — lg = —Sp : X > X — 2

Casd'unedroiteD =Ra:sp=2pp — lg : x— 2

@l x
llall?

Démonstration. Faire un dessin et se rappeler des propriétés de la diagonale d’un parallélogramme, qui est un
losange dans notre cas. cqfd

Theéoreme 3.10 (Car actérisation des syméties orthogonales par mi les symétries).
S s est une symétrie d' un espace euclidien E, s est une symétrie orthogonale si, et seulement si, s est auto-adjoint
(symétrique).
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Démonstration. Toue symétrie, i.e. tout endomorphisme s de E vérifiant so s = | g, est lasymétrie par rapport a
ker(s — Ig) (espace desinvariants) parallélement aker(s + |g) qui est identique alm(s — Ig) danscecas.

Soit s la symétrie orthogonale par rapport a F ; dans une base orthonormale B adaptée ala somme directe orthog-
onde E = F @ F, lamatrice de s relative & B est la matrice diagonale par blocs Diag(ly, —In_r) oUT est la
dimension de F. Cette matrice est symétrique réelle, donc s est auto-adjoint.

Si s est auto-adjoint, alorsker(s + Ig) = ker(s* + 1g) = ker(s + lIg)* = (Im(s+ 1g)) " = (ker(s— 1)) ; sest
la symétrie orthogonale par rapport aker(s — Ig). cqfd

3.4 Endomorphisme symétrique positif, défini positif

Définition 3.4 (Endomor phisme symétrique positif, défini positif).
Soit u un endomorphisme auto-adjoint (symétrique) d’ un espace euclidien E ; u est dit positif s
vxeE, (ux)|x) >0
u est dit défini positif si
Yx e E\ {0}, (ux)|x) >0
Proposition 3.11 (Endomor phisme symétrique défini positif et automor phisme).
Tout endomor phisme symétrique défini positif est un automorphisme de E.
Démonstration. Le noyau d un endomorphisme u symétrique défini positif est réduit a {0} car x # 0 —
(ux) | x) > 0, donc u(x) # 0. En dimension finie, ceci montre que u est application linéaire inversible, i.e. un
automorphisme. cqfd
Définition 3.5 (Matrice symétrigue positive, définie positive).
Soit A € Sp(R) une matrice symétrique réelled ordren;
A est dite positive s
VX € Mp1(R), XXAX >0
A est dite définie positive si
VX € Mp1(R)\ {0}, IXAX > 0

Proposition 3.12 (M atrice symétrique positive et endomor phisme associé).
S A € S (R) estunematrice symétriqueet upa @ X — AX I endomrphisme auto-adjoint (symétrique) de Mp 1(R)
muni de son produit scalaire naturel, alors

(i) Aestpositive < ua est positif;

(ii) Aest définie positive <= up est défini positif.
Démonstration. Remarquons que (Ua(X) | X) = {(XA)X = 'XAX, puisque A est symétrique. cqfd
Proposition 3.13 (Cas des matrices diagonales).
S D = Diag(A1, ... , An) est une matrice diagonale a coefficients réels, alors

(i) Destpostive < Vi e[[1,n]], i >0

(ii) D est définiepositive <= Vi e [1,n], A >0
Démonstration. Soit X = (xq, ..., Xn); aors'XDX = 31" ; Aix? et

n
VX € Mn1(R), 'XDX =) "aix? >0 < Vi e[Ln]. 4 >0
i=1

n
VX € Mn1(R)\ {0}, 'XDX = "14ix? >0 < Vi e[Ln], 4 >0
i=1

cqfd
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Proposition 3.14 (Cas des adjoints).
S u est un endomor phisme d’ un espace euclidien E, alors
(i) u*ou etuou* sont des endomorphismes symétriques positifs, ker(u* o u) = ker u et ker(u o u*) = keru*;
(ii) uou* (resp. u* o u) est défini positif s, et seulement s, u est inversible.

Démonstration.

(i) Vx € E, (U*ou(®) | X) = (U() | u()) = U1 = 0et (uou*(x) | x) = (U*(X) | U*(X) = [u*()[? = O;
ainsi, u* o U et u o U* sont positifs.
X ekerUou*) < U*oux) =0 = 0= (U*ouX) | X) = JuX)|? < ux) =0 < x € keru,
ce qui montre I'inclusion ker(u* o u) C keru; puisque keru C ker(u* o u), I’ égalité annoncée est demontrée par
doubleinclusion.
Changeons u en u* dans |’ égalité précédente : ker u* = ker((u*)* o u*) = ker(u o u*).

(i) Si u* o u est défini positif, u* o u est inversible et {0} = ker(u* o u) = ker u, ce qui montre que u est inversible.

Réciproquement, si u est inversible, u* est inversible, et, par composition, u* o u aussi.
La démonstration est identique dans |’ autre cas.

cqfd

Proposition 3.15 (Traduction matricielle).
S A e Mn(R) est une matrice carrée, a coefficientsréels et d' ordre n, alors

(i) 'AA et AlA sont des matrices symétriques positives, ker(tAA) = ker A et ker(A'A) = kertA;
(ii) 'AA (resp. A'A) est définie positive i, et seulement si det A # 0.

Démonstration. Appliquons la proposition précédente & I'endomormorphisme ua de My 1(R) associé a A, en
utilisant lesrelations (up)* = Ut,, (up)*oup = Uty OUA =Uty,, .- cqfd

4 Automor phismes orthogonaux

E est soit un espace préhilbertien réel, soit un espace euclidien de dimension n; son produit scalaire est noté { | ).

4.1 Genéralités
Lemme 4.1 (Conservation de la norme, conservation du produit scalaire).
S E est un espace préhibertien réel et u une application de E vers E, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) I'application u est linéaire et conseve lanorme, i.e. Vx € E, [[uX)| = IIX|;
(ii) I'application u conserve le produit scalaire, i.e. V(x, y) € E, (U(X) | u(y)) = (X | y).

Démonstration.
(i) = (ii) Delidentite4(u|v) = |lu+ V|2 — |lu—v]|? ontireque:
AuX) | uy)) = U +u)lI® — lue) — uy)|?
= [lux+ I —lux—y)[?*  uestlingaire
= X+ y[% = [Ix — y||? u conserve lanorme
=4(x|y)

(iily = (i) Siuconserveleproduit scalaire, u conserve lanorme: fairey = x.
Montrer lalinéarité de u, ¢’ est montrer que Y (x, y, A) € E2 x R, levecteur u(Ax +Yy) — Au(x) — u(y) est le vecteur
nul, i.e. de norme nulle. De I’ identité

U+ v+ wli% = [Jull® + [VIZ 4 W1+ 2(u | v) 4+ 2(v | W) + 2(w | u)
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ontire:

IUGX+Y) — AUX) — U 1% = TUGX 4+ Y)IZ + 22U ]| + [[u(y) |12
— 2.UGX +Y) | UM)) + 20{U(X) | U(Y)) — 2(U(y) | U(AX +Y))
= IAX + Y2+ A2]IX] + Y12 = 20 (AX +Y | X) + 20X | Y) — 2(y | AX +Y)
= 1A+ Y12 + 12X+ IYIZ = 20+ Y | 2%) + 20X | y) — 2(y | AX+ )
= [l0x+y) —2ax—y[*=0

cqfd

Lemme 4.2 (Conservation de la norme et injectivité).
Soit u un endomor phisme d’ un espace préhilbertien réel E ; si u conserve la norme, alors u est une injection.

Démonstration. |l suffit de montrer que le noyau deu est réduit a{0} : u(X) =0 < JuX)|| =0 < |X|| =
0 (u conservelanorme) < x =0. cqfd

Corollaire. Soit u un endomorphisme d’ un espace euclidien E ; si u conserve la horme, alors u est une bijection.

Démonstration. Tout endomorphisme injectif dans un espace vectoriel de dimension finie est bijectif, donc un
automorphisme. cqfd

Définitions 4.1 (Automor phisme orthogonal).

Soit u un endomorphisme d’' un espace euclidien E ; on dit que u est un automor phisme orthogonal si u conserve
lanorme.

L’ ensemble des automorphismes orthogonaux de E est noté O(E). O(R™) = On(R) désigne I’ensemble des
automorphismes orthogonaux de R™ muni de son produit scalaire naturel (canonique).

ueO(E) <= ueL(E)eVxeE, uxl =[x

Remarques.

Le lemme précédent montre que les endomorphismes d'un espace euclidien qui conservent la norme sont des
automorphismes.

Si u conserve le produit scalaire d’ un espace euclidien, u est nécessairement linéaire et conserve lanorme; u est
donc un automorphisme orthogonal.

Théoreme 4.3 (Car actérisation des automor phismes orthogonaux).
S u est un endomorphisme d’ un espace euclidien E, les assertions suivantes sont équivalentes :

() ueO(BE);
(ii) u conservele produit scalaire et donc I’ orthogonalité et les angles;
(i) U*ou=Ig;
(iv) uou*=Ig;
(v) ue GL(E) etul = u*;
(vi) I'image par u detoute base orthonormale de E est une base orthonormalede E ;
(vii) I'image par u d'une base orthonormale de E est une base orthonormale de E.

Démonstration.

(i) = (ii) Lelemme 1 montrelaconservation de lanorme;
X1ly «<— X|yy=0 — U®X | uy) = x|y = 0, puisque u conserve le produit scalaire
< u(x) L u(y)
(u lufy))  X1y)

os{00- ) = Suooriyl = fixt iy ~ 5V

(i) < (iii) VXY €E2 (u*ouX |y) = (UuX |uy) = (x|y) < u‘ou=Ig
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(iii) < () lg=u*ou = 1=detlg =detu*detu; ains detu # 0, u est inversibleet u=1 = u*. Laréciproque
est évidente.

(iv) & (v) Mémedémonstration.

(ii) = i) S B=(ey,...,en) estune baseorthonormale de E, aors, puisque u conserve le produit scalaire, (u(g) |
ug))) = (& | e) =46i,j. Lafamille(u(el), . u(en)) est une famille orthonormale de E, maximale, donc une
base orthonormale de E.

(vi) = (vii) Unespace euclidien admet une base orthonormale.

(vii) = () AppelonsB = (ey, ..., ey) est une base orthonormalede E. Si x = Z?zl X;j€j est un vecteur de E, aors
u) =T xjue)) et

n n n
IxI2 = (3" xjey | kakeo ~ kaj Xlej la) =y xF
j=1 =1 is j=1

n n
lue)lI> = O xjucep) | Y xu(@)) = > xjxe(u(e)) [ ue)) = »_x?
j=1 k=1 ik

j=1
puisque B et u(B) sont deux bases orthonormales; ainsi u conserve la norme. cqfd

Théoreme 4.4 (Traduction matricielle).
Soient E un espace euclidien, 5 une base orthonormale de E, u un endomorphisme de E et A la matrice de u
relative & B ; Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ue O(B);
(i) tAA =1,
(i) AtA=1y;

(iv) AeGLn(R) et A1 =TA

Démonstration. Latraduction matricielledeu*ou = | est Matg(u*ou) = Matg(lg), cequi devient 'AA = Iy ;
ainsii. <= ii.. Lesautres équivaencestraduisent «uo u* = lg » et «u € GL(E), u™1 = u* ». cqfd

4.2 Exemples
A) Symétrieorthogonale

Rappelons que s est une symétrie orthogonale si, et seulement si, Sos = |g ets = s*; ainsis = s~1 = s* et toute
symeétrie orthogonale est un automorphisme orthogonal. Un autre argument aurait pu étre employé : les symétries
orthogonales conservent la norme.

B) Réflexion

Lemme4.5. S aet b sont deux vecteurs d’ un espace préhilbertien E, alorsa+ b et a — b sont orthognaux si, et
seulement si, a et b ont méme longueur.

Démonstration. L’égalité (a+ b | a— b) = ||al|? — ||b]|2 donne I’ é&quivalence. cqfd
Corollaire (Parallélogamme et losange).
Les diagonales d' un parallé&ogramme sont orthogonales si, et seulement si, ce parallé ogramme est un losange.

Corollaire (Bissectrice(s) de deux vecteurs).
S a et b ne sont pas deux vecteurs colinéaires de méme sens, a + b dirige la bissectrice des vecteursa et b i, et
seulement si, a et b sont de méme longueur.
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Démonstration. Si a et b ne sont pas des vecteurs colinéaires de méme sens, la quantité ||a|| ||bl| — (a | b) est
stictement positive et

(a+bla) (a+b | b) (Ilall /bl — ¢a | b)) (llall — IIbll)
cos(a+ b, a) — cos(a+ b, b) = — —
X ) ( ) la+bl llal  fla+ bl [bll lla+ b llall [Ibl]

Les angles(a + b, vca) et (a + b, b) ont le méme cosinus s, et seulement s, les vecteurs a et b sont de méme
longueur. cqfd

Définition 4.2 (Réflexion).

Etant donnée deux vecteurs a et b de méme norme, on appelle réflexion de a sur b, la symétrie orthogonale par
rapport al” hyperplan médiateur de a et b, i.e. I"hyperplan orthogonal ae = a — b.

Cette réflexion est notée s, 1, €t

(el x)

e avece=a—-b
llell

Sap:X€eErHXx-2

Remarques.

Dauns une base orthogonal e adaptée aladecomposition E = Re®{e} !, lamatrice de s, b est par blocsDiag(—1, In_1)
etdonc dets,p = —1.

Sab €t Sq,_p sont deux réflexions qui envoient ladroite Ra sur ladroite Rb.

4.3 Groupeorthogonal

Théoreme 4.6 (Groupes orthogonal et spécial orthogonal de E).
S E est un espace euclidien, alors::
(i) O(E) est un sous-groupe de GL(E) appelé groupe orthogonal de E ;
(ii) ssue O(E), alorsdetu € {—1, 1} ; la réciproque est fausse;
(iti) SO(E) = {u € O(E) / detu = 1} est un sous-groupe de O(E) appelé groupe spécia orthogona de E, ou
encore groupe des rotations vectoriellesde E ; il est encore note O+ (E) ;
(iv) O(E) = 0O(E)\ SO(E) = {u e O(E) / detu = —1} n’est pas un groupe.
Démonstration.
(i) O(E) CGL(E) et g € O(E);
stabilité de lacomposition : si u et v appartiennent aO(E), alorsVx € E, lo(u()) [l = [u) ]l = [IX]l;
stabilite delaprised’inverse: si u € O(E), lu=1x)|| = [lu(u=2x) | = [Ix] etu=t € O(E).
Ainsi, O(E) est un sous-groupe de GL(E) muni de la composition des applications.
(iDueO(E) <= u"ou=Ig[ = Jdet(u* cu)detlg =1 =detu*detu = (detu)? et donc detu = +1
S A= (19), dors'AA = (%2! l # |, ce qui montre que la réciproque est fausse.
(iii) u > detu est un morphisme du groupe ((’)(E), o) sur le groupe ({—1, 1}, x) ; lenoyau SO(E) de ce morphisme
est un sous-groupe de O(E) ;
(iv) O~ (E) ne peut étre un groupe, car la composition des applications n’est pas stable. Si s est une réflexion de E,
U Uo s est unebijection de O(E) (¢’ est uneinvolution) qui envoie O~ (E) sur O1(E) = SO(E).
cqfd

Théoréme 4.7 (Elements propres d’ un automor phisme orthogonal).
S u est un automor phisme orthogonal d’un espace euclidien, alors

(i) spu c {—1, 1}, les sous-espaces vectoriels propres sont orthogonaux;
(ii) uestdiagonalisable si, et seulement si, u est une symétrie (vectorielle) orthogonale;
(iii) s F est un sous-espace vectoriel stable pour u, alors F1 est aussi un sous-espace vectoriel stable pour u;
u induit sur F et F- des automorphismes orthogonaux ; en particulier, u(F) = F et u(F+) = F+;
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(iv) (ker(u—1g))™ =Im@u — Ig) et (ker(u + Ig))*" = Im(u + 1g).
Démonstration.
(i) Si A est une valeur propre de u €t x un vecteur propre associ€, alors u(x) = Ax et, puisque u conserve la norme,
X[ = uC) Nl = [A] [Ix]|; ainsi [A] = 1.
Si x est un vecteur propre associé alavaleur propre 1 (vecteur invariant) ety un vecteur propre associé alavaleur
propre —1, alors, puisque u conserve le produit scalaire, (X | y) = (U(X) | U(y)) = (X | =y) = —(X | y), ce qui
montre que (x | y) = 0. Ainsi E;(u) 1L E_3(u).
(i) u est diagonalisable s, et seulement si, E = E;(u) ® E_1(u), i.e. s, et seulement si, u est la symétrie par rapport
aEj(u) paraldlement a E_1(u), soit la symétrie orthogonale par rapport a E1(u)
(ii1) L’endomorphisme u|r induit par u sur le sous-espace vectoriel stable F, conserve la norme; ¢’ est donc un auto-
morphisme orthogonal de F, en particulier une bijection et u(F) = F.
Soit x € F; poour touty € F, il existey’ € F tel quey = u(y’); aors

U 1y) = (U | uy)
=(xX|Y) u conserve le produit scalaire
=0 xeFlety eF
ce qui montre que u(x) € F1, i.e la stabilité de F*. u induit donc sur F- un automorphisme orthogonal et
u(F+) = F+.
(iv) Deux temps pour ladémonstration : d’ abord I'inclusion Im(u — Ig) C (ker(u - IE))l, puis |’ égalité des dimen-
sions.
XelmUu—Ilg) & X e E, x=U—-Ilp)X)=uX)—X ety eker(u—lg) < uly) =yt
x1y)=@ux)=x"1y)=@ux)y) —x1y
= (u) [ uy) — X'y cary = u(y)
=0 u conserve le produit scalaire
Ains Vx e Im(u—1g),¥x e ker(u—1g),x Ly, i.e lessous-espacesIm(u— Ig) et ker(u— I g) sont orthogonatix

etIm(u — Ig) C ker(u — Ig).
Les dimensions sont égales car :

dimim(u — 1g) = dimE — dimker(u — Ig) = dim(ker(u — IE))L
Ladémonstration est identique pour I’ égalité de Im(u + I g) avec (ker(u + IE))L.
Ainsi, ker(u — Ig) et Im(u — |g) sont supplémentaires orthogonaux, ainsi que ker(u + Ig) et Im(u + I g).

cqfd

5 Matricesorthogonales
5.1 Généralités
Définition 5.1 (Matrice orthogonale).

Une matrice A carrée d’ ordre n a coefficients réels est dite orthogonale si 'tAA = I,.
L’ ensembl e des matrices orthogonal es est notée O(n).

Exemple5.1. Les matrices de pemutation sont des matrices orthogonal es.

Théoreme 5.1 (Car actérisation des matrices orthogonales).
S E est un espace euclidien dedimension n et A € M (R), alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) AeO(n);
(i) tAA= 1,
i)y AtA=1p;

(iv) AeGLn(R) et A1 =A:
(v) A estlamatrice relative & une base orthonormale d’ un automor phisme orthogonal de E ;
(vi) lescolonnes de A constituent une base orthonormale de R" pour le produit scalaire naturel ;
(vii) leslignesde A constituent une base orthonormale de R" pour le produit scalaire naturel ;
(viii) A estlamatrice de passage d’ une base orthonormale de E a une base orthonormale de E.

Démonstration.
L’ égalite BA = I implique det Bdet A = 1; ainsi det A # 0, A est inversible et A~1 = B. Cette remarque
montre I’ équivalencede (ii) et de (iii) avec (iv).

(ii) < (v) Dgavulorsdelacaractérisation des automorphismes orthogonaux.

(i) <= (vi) Notons(Cy,...,Cp) lescolonnesde A et remarquons que (), j =& j. Ainsi
Cj

(tAA)i,j = ='GiCj=(Ci |C))

i

ce qui montre que

'AA= Iy < V(, ) e[Ln]? (Ci|Cj) =6
(iii) < (vii) Notons(L4,..., L) lescolonnesde A. Ainsi
tLj
(AA). . = : =Li'Lj =(Li | L})

i

ce qui montre que

AA=In < V(, ) elLn]? (Li|Lj) =36

(ii) < (viii) Soient B une base orthonomalede E, B’ = (€, ..., €,) une autre base, a priori quelconque, de E et Ala
matrice de passage de labase B alabase B’ ; ainsi la € colonne C; de A est Iamatrice/\/latg(e(j) dee(j relative a
B. Puisgue B est une base orthonoormale, on a:

(€ | &) = Matp(g) Matp(€) ="A Aj = (‘AA); |

ce qui donne |’ égquivalence. cqfd

5.2 Goupeorthogonal d’ordren
Théoreme 5.2 (Groupe orthogonal et spécial orthogonal d’ordren).

(i) O(n) est un sous-groupe de G Ly (R) appelé groupe orthogonal d ordren;
(ii) s Ae O(n),alorsdet A € {—1, 1} ; laréciprogue est fausse;
(iii) SO(n) ={A e O(n)/ det A= 1} est un sous-groupe de O (n) appelé groupe spécia orthogonal d' ordren,
ou encore groupe des rotations vectorielles d’ ordre n; il est encore noté O*(n) ;
(iv) O~ (N)=0M)\SOM) ={A e O(n)/ detu = —1} n'est pas un groupe.
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Démonstration.
C'est latraduction matricielle du théoreme correspondant des propriétés du groupe orthogonal O(E), ou E est un
espace euclidien de dimension n rapporté a une base orthonormale.
Pourtant, dans sa grande bonté, |e scribe de service va en donner une démonstration spécifique.
(i) O Cc GLa(R) etln € O(N);
stabilite de lamultiplication : si A et B appartiennent a O(n), alors
'(AB)AB ='B'AAB ='BI,B = Ip;
stabilitedelaprised'inverse: s A € O(n), dors
Ih=CAAT=A1AT=ATtA s AL c OM).
Ainsi O(n) est un sous-groupe de GL,(R) muni du produit des matrices.

(H'AA=1, = 1=detl, =det("AA) = det'A det A = (det A)?, et donc det A € {—1, 1}.

(iii) A — det A est un morphisme du groupe (O(n), x) sur legroupe ({—1, 1}, x) ; lenoyau SO(n) de ce morphisme
est un sous-groupe de O(n) ;

(iv) O~ (n) ne peut &tre un groupe car lamultiplication n’est pas stable : le produit de deux matrices orthogonales de
déeterminant —1 est une matrice orthogonale de déterminant +1. Si S = Diag(—1, lI5_1) (matrice diagonale par
blocs), A+ SA est une bijection de O(n) (¢’ est uneinvolution) qui envoie O~ (n) sur O*(n) = SO(N).

cqfd
Théoréme 5.3 (Eléments propres d’ une matrice orthogonale).

(i) Toute propriété vraie pour les automorphismes orthogonaux, est encore vraie pour les matrices orthogo-
nales; en particulier, le spectre d’ une matrice orthogonale est inclusdans {—1, 1} ;
(ii) s Ae O(N)NSO(N), A est la matrice d' une symétrie orthogonale relativement a une base orthonormale;
(iii) sinestimpairet Ae SO(N) = O*(n), alors1est valeur proprede A;
(iv) ss Ae O (n),alors —1 est valeur proprede A;
Démonstration.

(i) Toute matrice orthogonale est la matrice d' un automorphisme orthogonal relativement a une base orthonormale.
Toute les propriétés vraies pour |es automorphismes orthogonatix, sont donc vraies pour les matrices orthogonal es;
en particulier le spectre d’ une matrice orthogonale est inclus dans {—1, 1}.

Voici une demonstration directe de cette propriété. Si A est une valeur propre de A et X un vecteur propre associé,
AX =X et
22X )12 = |AX 1?2 = {AX)AX = IXTAAX = IXX = ||X]?
et =1
(i) Considérons I’ endomorphisme u de E de matrice A relativement a une base orthonormale B ; alors:

'AA=Ip < u*ou=Ig <= u estunautomorphisme orthogonal ;
‘A=A & Uu*=u < uestauto-adjoint;

Puisque gqu’ une symétrie (vectorielle) orthogonale est un automorphisme orthogonal et auto-adjoint, le résultat
annoncée est démontré.
(iii) Montrer que 1 est valeur propre de A, ¢’ est montrer la nullitée de det(A — 1y). Puisque A € SO(n), A— Iy =
A—'AA=A(lp—'A) etdet A= 1. Ains,
det(A — 1n) = det A det(ln —'A) = 1 x det(*(In — A)) = det(ln — A) = (=D)" det(A — Ip)
Puisque n est impair, det(A — I,) = —det(A — I,)) et det(A — 1) = 0.
(iv) S A e O~ (n), en utilisant laméme transformation que ci-dessus, on obtient :
det(A+ In) = det(A+ A'A) = det A det(l +'A) = —1 x det(*(In + A)) = — det(A+ 1)

Aing, det(A+ 1y) = O et —1 est valeur propre de A.
cqfd
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5.3 Legroupeorthogonal d’ordrel

oM =1{1,-1,S01) =01 ={1}et O~ (1) = {-1}.
Notons D un espace euclidien de dimension 1, i.e. une droite vectorielle euclidienne; alors
O(D) = {Ip, —Ip}, SO(D) = OF(D) = {Ip} et O~ (D) = {—Ip}.

5.4 Legroupeorthogonal d'ordre2

so@ =0 ={(%ny o). 0<r]

_ cosf  sinf
0 (2)2{ snfd —cosé » 0 eR
Notons P un espace euclidien de dimension 2, i.e. un plan vectoriel euclidien; alors
SO(P) = OT(P) = { rotations vectorielles planes } et
O~ (P) = { symétries vectorielles planes et orthogonales }
= {réflexionsdei = (1, 0) sur uy = (cosé, sind), 6 € R }.

5.5 Legroupeorthogonal d’ordre3

A e SO®B) = OF(3) 4, et seulement si, A est une matrice orthogonale dont la troisiéme colonne est le produit
vectoriel de ses deux premiéres, s, et seulement s, il existe P € O™ (3), matrice de passage de la base canonique
de M3 1(R) (identifié a R%) & une base orthonormale directe, et 6 € R tel que

cos® —sngd O
PIAP ='PAP =|sind cos6 O
0 0 1

Aec O~ (3) s etseulements —A € OF(3), 5, et seulement si, A est une matrice orthogonale dont |a troisiéme
colonne est I opposé du produit vectoriel de ses deux premiéres, s, et seulement d, il existe P € O1(3), matrice
de passage de la base canonique de M3 1(R) (identifié a R3®) & une base orthonormale directe, et 6 € R tel que

cosf —snd O
P1AP ='PAP=[snd coss# O
0 0 -1

Notons £ un espace euclidien de dimension 3, i.e. |’ espace vectoriel euclidien habituel de la physique (newtoni-
enne) et u un automorphisme orthogonal de £ distinct de £1¢.

ueSOE) =0T () s, et seulement s, £ = ker(u — |g)EB(kef(U — I,g))L =Rw® P avec Ulgrw = lrw €t U|p
une rotation vectorielle du plan P ; ainsi, u est une rotation axiale.

ue O (&) d,etseulementsi, & = ker(u+lg) ee(ker(qulg))L = RwW® P aveC U|gy = —|gw €t U|p unerotation
vectorielle du plan P; aing, u est le composé (commutatif) d' une rotation axiale et d’ une symétrie orthogonale
par rapport au plan orthogonal al’axe de larotation, i.e. d’ une réflexion qui laisse globalement invariant I’ axe de
larotation.

Remarques.

SiueSOE) =07(E),tru= 1+ 2cosH, ce qui détermine cosH (exactement) et sinf (au signe pres) ; s U est
un vecteur orthogonal al’axe Rw delarotation u, I'égalite u A u(u) = sinéw donnelesigne de 6.

Siue O (€),tru=—1+2cosd, cequi determine cosé (exactement) et sind (au signe pres) ; Si U est un vecteur
orthogonal al’axe Rw de I’ anti-rotation u, I’ égalite u A u(u) = sindw donne le signe de 6.

Si u est un vecteur unitaire et & un nombre réel, larotation ry ¢ d’axe Ru et d' angle 6 est donnée par la formule
dueaEuler :

Fug : X+ €oSO X+ (1 —cosh)(u | X)u 4+ sind(u A X) (5.1
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6 Réduction des endomorphismes auto-adjoints

E est un espace euclidien de dimension n.

6.1 Reéalitedesvaleurspropreset orthogonalité des sous-espaces vectorielspropresd’un
endomor phisme auto-adjoint (symétrique)
Théoreme6.1. S u est un endomor phisme auto-adjoint (symétrique) d'un espace euclidien E, alors
(i) lepolyndme caractéristique deu est scindé sur R ;
(ii) les sous-espaces vectoriels propres de u associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.
Démonstration.

(i) Soient 5 une base orthonormale de E et A = Matg(u) lamatrice de u relative a B. Puisque u est auto-adjoint, A
est une matrice symétrique réelle et xa = xu.
XA, polyndme réel, est scindé sur C; si & € spc(A) est une valeur propre complexe de A et X € Mj 1(C) un
vecteur propre associé, 1 € pc(A) est une valeur propre complexe de A et X € My 1(C) un vecteur propre
associé, car

AX=AX = AX =

Ains
XAX = X (AX) = XA X) = AXX = A X2
= XA X = {IAX)X = HAX)X = {(A X)X = ATXX = A [ X2

et, puisque X #£ O, || X|| > O et A = A, ce qui montre que toutes |es valeurs propres complexes de A, donc de u,
sont en fait réelleset ya = xy est un poyndme scindé sur R.

(i) Si A et u sont deux valeurs propres distinctes de u, et x et y deux vecteurs propres associés, alors

Xlu) = x[uy)=nXxly)

(U 1y) = (axly) =r{x1]y)
Puisque X # u, (X | y) = Oetdonc:
AFE P = VX, ¥y) € BEx(u) x E (), X Ly < Ex(u) L E,(u)

cqfd

6.2 Diagonalisation des endomor phismes auto-adjoints (symétriques)

Théoreme 6.2 (fondamental).
Tout endomor phisme auto-adjoint u d'un espace euclidien E est diagonalisable; plus précisément, E admet une
base orthonormale constituée de vecteurs propres de u.

Démonstration. Par récurrence sur ladimension n de E.

Initalisation : n = 1. Dans ce cas E est une droite vectorielle et u est une homothétie; si a est un vecteur non nul
de E, |lal|~1a est une base orthonormale qui convient.

Hérédité: n — n+ 1. Supposons |’ existence d' une base orthonormale constituée de vecteurs propres pour tout
endomorphisme auto-adjoint d’ un espace euclidien de dimension n. Soient E un espace euclidien de dimension



6 Réduction des endomor phismes auto-adjoints 95

n + 1 et u un endomorphisme auto-adjoint de E. Puisque u est scindé sur R, prenons A une valeur propre (réelle)
de u et a un vecteur propre (non nul) associé. La droite D = Ra est stable par u; I’hyperplan H = D+ est stable
par u* = u. Ainsi, u induit sur H un endomorphisme auto-adjoint et, puisque H est un R-espace vectoriel de
dimension n, |’ hypothése de récurrence montre I’ existence d’ une base orthonormale de H constituée de vecteurs
propres de u. En complétant cette base par ||a|| ~1a, on obtient |e résultat. cqfd

Théoreme 6.3 (Traduction matricielle).
Toute matrice symétrique réelle A est diagonalisable (sur R) ; plus précisément, il existe une matrice orthogonale
P € O(n) et une matrice diagonale D telles que:

D =P AP =!'PAP = Diag(A1, ... , An)
Les colonnes de P constituent une base orthonormale de vecteurs propresde A et A j est la valeur propre associé
ala jecolonne.

Démonstration. L'endomorphisme up : X — AX associé a A est un endomorphisme auto-adjoint de My, 1(R)
muni de son produit scalaire naturel ; il existe donc une base orthonormale B de M, 1(R), constituée de vecteurs
propres de up, i.e. de vecteurs propres de A. Lamatrice de passage P de la base canonique, qui est orthonormale,
a B est une matrice orthogonale et donne le résultat. cqgfd

6.3 Applications

Proposition 6.4 (Spectre d’un endomor phisme positif, défini positif).
Soit u un endomor phisme auto-adjoint d’ un espace euclidien E ; alors

(i) uestpositif,i.e.¥x e E, (Uux)|X) >0 < spucC Ry =0, +oo[;
(i) u est défini positif,i.e. Vx € E\ {0}, (U(X) | X) >0 <= spu C R} =]0, +oo[;

Démonstration. Soit B = (e, ... , &) une base orthonormale de E constituée de vecteurs propres de E ; on
appelle 1 j lavaleur propre associée au vecteur propre e; et (Xq, ... , Xn) les composantes de x relativesa B. Ainsi,

pour tout X € E,
n n n
u(x) = u(ijej> =Y _xju(e) = > xjrje
=1 =1 =1

n
(U | x) = ZXJAJeJ |Zxka< ZA X X(ej [ &) = Y Ajx?
=
On obtient donc

n
VX € E, 0< (u®) [x) = 4jx? <= Vje[Ln]. 1j >0 < spucCRy
=1

n
VX € E\{0}, 0< (u(X) [ X) = ) Ajx? <= V¥j e[Ln], 2j >0 < spucR}
j=1

cqfd

Proposition 6.5 (Spectre de'A A).

9 Ae Mpn(R), alors'AA € Sp(R) et sp(tAA) C R;.

Démonstration. 'A A est une matrice carrée d ordre n, symétrique réelle; I’ endomorphisme de M, 1(R) associé

est positif, car

VX € Mn1(R), (UA(X) | X) = XCAAX = (AX)AX = ||AX|| >0

cqfd
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Proposition 6.6 (Caractérisation dela matrice d’un produit scalaire).
Soient ¢ une forme bilingaire symétrique sur un espace euclidien E et G = [¢(&, €j)] la matrice de ¢ dans une
base (quelconque) de E ; alors

@ est un produit scalairesur E <= spG C R} =0, +-o0[
Démonstration.

@ est un produit scalairesur E <= V¥x € E\ {0}, ¢(X,X) >0
— VX e Mp1(R)\ {0}, IXGX >0
<= |’endomorphisme ug associé a G est défini positif
&= pug =PG C R% =10, +o0]

cqfd
7 Reéduction desformes bilinéaires symétriques
7.1 Reéduction desformesbilinéaires symétriques
Soient E un espace euclidien dedimensionn, B = (ey, ... , &) une base orthonormale de E (labase deréférence),

¢ une forme bilinéaire symétrique sur E et u,, |I'endomorphisme auto-adjoint de E associé :

V(X Y) € B2 o(X,y) = (Uy(X) | Y) = (X | Uyg(y))

Notons A = [a; j] = [¢(a, €j)] lamatricedep relativea’, X ='(x1, ..., Xn) = Matg(x) etY =(y1,... , yn) =
Matg(y); and

n
V(X y) € E? o(x.y) ='XAY = Y a iy
i,j=1

Puisque B est une base orthonormale, les égalités
a,j =¢(&,€) = (uy(a) | e

montrent que &; j est la composante suivant ej deu, (g ) ; ainsi A est aussi lamatrice de u,, relative a 5.
Relativement & une base orthonormale B constituée de vecteurs propres de u,, la matrice de u,, relative a B’ est
diagonale; en notant P la matrice (orthogonale) de passagede B a3/, ona:

Matp (u,) = Diag(rg, ... , An) = P"IAP ='PAP

Enposant X = PX et Y = PY/, il vient
n
p(x,y) = (PXHAPY) = X'tPAP)Y =X'DY’ = Zx,-xj’- Y
j=i
Nous venons de réduire la forme bilinéaire symétrique ¢ dans une base orthonormale de E et

n
(X, X) = ijsz avec X' =(x], ..., x}) = Matg (x)
=1
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7.2 Reéduction desformes quadratiques sur R"

Définition 7.1 (Forme quadratique a n variables).
Une forme quadratique g an variables, ou sur R", est un polyndme homogene de degré 2 de ces n variables; cette
forme quadratique s’ écrit :

n n
2
QXL X2, - Xn) = D @ XL X =) aiXc+2 Y & XX]
i,j=1 i=1 1<i<j<n

en prenant laconventionajj = & j.

Ecriture matricielle d’ une forme quadratique

Lamatrice A = [&; j], symétrique, réelle, d’ ordre n, est dite associée alaforme quadratique g et on a:

n
Q(Xl,Xz,...,Xn) = Z al,j Xin :tXAX
i,j=1

Forme bilinéaire symétrique associée

Puisque A est une matrice symétrique réelle, il existe une matrice orthogonale P € O(n) telle que P~1AP =
'PAP = Diag(A1, ... , An). Enposant X = PX/, il vient :

n
q(X1, ..., Xn) = (PXHAPX) = X' PAP)X ='X'Diag(rAy, ... , An)X = Zx,—xgz
j=i

Nous venons de réduire la forme quadratique ¢ en somme de carrés dans une base orhononormale de My 1(R)
(que I’ on peut identifier aR™), base orthonormale constituée de vecteurs propres de A.
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