Classe de TS 2 spé Exercices de MATHEMATIQUES Année scolaire 1998-1999

EXERCICE 1

On consideére I'équation : 36— 25y = 5 pourx ety entiers relatifs.
1. Montrer que pour, pour toute soluti@r, y), x est multiple de 5.
2. Déterminer une solution particuliere de I'équation, puis la résoudre.
3. Soitd le plus grand commun diviseur deet y lorsque(x, y) est solution de I'équation.
a. Quelles sont les valeurs possiblestie
b. Quelles sont les solutions pour lesquelest y sont premiers entre eux ?

EXERCICE 2

a etb étant deux entiers naturels non nuls, sdigur pged em leur ppcm.
Trouver tous les coupldgs, b) vérifiant le systéme :

m = d?
m+d = 156
a=b

EXERCICE 3

1. Montrer que si deux nombres entiergt y sont premiers entre eux, il en est de méme pour les entiers 2
et 5x + 2y.

2. Déterminer les entiers naturels non nalst b vérifiant :

(2a+ b)(5a + 2b) = 1620
ab =3m

oumdésigne le ppcm da etb.

EXERCICE 4

Démontrer que sauf une exception, tout nombre premiest décomposable d’'une seule fagcon en une différence de
deux carrés d’entiers. Exemple : trouweetb tels que 983= a® — b?.

EXERCICE 5

a, b, ¢, dsont quatre entiers naturels non nuls qui vérifemt- cd = 1.

1. Montrer que cette relation est équivalen@b + d) —d(c +a) = 1.

A a d a+c . . L .
2. En déduire quea s sont trois fractions irréductibles.

b+d” b+d
Onposeu =2+ +/3etv =2— /3.
1. Démontrer par récurrence quegésignant un entier strictement positif, on peut écrire :

u" = a, + byv/3 etv" = a, — byv/3,
ou a, eth, sont des entiers naturels.
Exprimera,1 etb,.1 en fonction dea, etby.
2. Etablir les égalitésa2 — 3b2 = 1 eta,by, 1 — an1by = 1.

b L, .
"1 sontirréductibles.

En déduire que les fractiorg?”r, %
n

n
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EXERCICE 1

1. 36x = 5(5y + 1), 5 divise 3& et 5 est premier avec 36 donc 5 divise

2. Une solution particuliére de I'équationest=5;y = 7.
L'équation est équivalente a : 36— 5) = 25(y — 7). Or 25 divise 36x — 5), est premier avec 36 donc, d’'aprés
le théoréme de Gauss, divise- 5; de méme 36 divisg — 7. Il existe donak, k') € Z2 tel quex = 25k + 5
ety = 36k’ + 7. En reportant dans I'équation 36— 5) = 25(y — 7), on en déduik = k’. D’ou la solution
générale x =25k +5; y=36k+ 7, ke Z.

3. a. ddivisantx ety divise donc 5. Dond € {1; 5}.

b. x = 5(5k + 1), produit de deux entiers premiers entre eyxs= 36k + 7 = 7(5k + 1) + k, et comme
5k + 1 etk sont premiers entre eux, il en est de mémeyddt 5 + 1. Par suitex et y ne peuvent étre
premiers entre eux que dans le seul cay olest pas multiple de 5.

Ory=57k+1) +k+2doncy=k+2 (mod 5 etk +2=£ 0 (mod 5 ssik # 3 (mod 5.
D’ou les solutions lorsque ety sont premiers entre euxx:= 25k +5; y = 36k + 7,k € Z etk # 3
(mod 5.

EXERCICE 2

On déduit du systéme dondé + d = d(d 4+ 1) = 156= 12 x 13. Doncd = 12 etm = 144,

a b
En posantl—2 =a etl—2 = b/, on cherch&’ etb’ premiers entre eux tels qaé> b’ eta’ x b’ = 12.

Aprés calculs ontrouve’ = 12 etb’ = 1, oua’ = 4 eth’ = 3. D’'ol (a; b) € {(144, 12); (48, 36)}.

EXERCICE 3

1. Tout diviseurd de X + y et 5x + 2y divise 5 + 2y — 2(2x + y) = x et divise donc aussix+ y — 2x = y.
Six ety sont premiers entre eux, il en est donc de mémexde g et 5x + 2y.

2. Soitd le ppcm dea etb. Par hypothésd = 3.

a b s :
En posanté =a et§ = b/, on est ramené a chercher b/, premiers entre eux, tels que

(2a' + b')(5a’ + 2b") = 180

Or les entiers @ + b’ et 5’ 4 21’ sont premiers entre eux et 18022 x 3% x 5.
Donc(2a’ +b’', 5a’ + 2b") € {(1,180); (4,45); (5,36); (9, 20); (20,9); 36,5); (45,4); (180, 1)}.
Le systéme d’inconnues, b’

ba' +2b =8

a pour solutio’ = B —2a; b’ = 5a — 28. Soit en remplacant le couple; 8) successivement par chacun des
couples d€{(1, 180); (4,45); (5,36); (9,20); (20,9); 36,5); (45,4); (180, 1)}, on en déduit les seules
solutions formées d’entiers naturel&; 15) ; (15, 6).

EXERCICE 4

Cherchons s'il existe des entiers naturels non fajlst |b| tels quep = |a|? — |b|?, avecp premier.
|aj? — |b]? = (J]a] — |b))(]a] + |b]) et|a] — |b|] < |a|] + |b] donc nécessairemeja| — |b| = 1 et|a] + |b| = p. Par

1 1
suitelal = P+ et|b| = p—. La seule exception est donc pque= 2 (seul nombre premier pair).

Dans I'exemplela] — |b] = 1 etl]al] + |b|] = 983, doncla] = 492 et|b] = 491 d'ou les quatre solutions
(=492 —491); (—492 491); (492 —491); (492 49)).

{Za/+b/=a
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EXERCICE 5

1. Immédiat en développant et en réduisant I'égalité+ d) — d(c + a) = 1.

2. Il résulte de la premiére question gu'il existe des entiers vériigntt d) — d(c + a) = 1 c’est a dire qu'il
existe des entiers et v tels queau + (c + a)v = 1 : d’aprés la propriété de Bezoatet c + a sont donc
premiers entre eux et+— est une fraction irréductible.

a+c
On opére de maniére analogue dans les deux autres cas.

EXERCICE 5

1. La propriété est vérifiée pour= 1.
Soitn un entier supérieur a 1.

Siu" = a, + byv/3 alorsu™?! = (a, + bnv/3)(2 + v/3) = 2a, + 3b, + (an + 2b)V3

siv" = a, — byy/3 alorsv™?! = (a, — byv/3)(2 — v/3) = 2a, + 3b, — (an + 2by)V/3.

On obtient donc bien des expressions du méme type.
Par suite pour tout > 1, u" = a, + byv/3 etv" = a, — by/3.
Il résulte de ce qui précéde qag,. 1 = 2a, + 3b, etby 1 = a, + 2b,.
2. 22— 32 =u" x v" = (UV)" = 1 etanbni1 — any1bn = an(a@n + 2bn) — (2a, + 3bn)by, = a2 — 3b2 = 1.
En raisonnant comme dans I'exercice 5, on en déduit que les fractions données sont irréductibles.
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