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I Chapitre 7 : Dénombrement

I.A Introduction(fiche)

Probléme ouvert

I.A.1 Jeux et dénombrements

Nous allons évoquer et décrire trois jeux qui vont nous permettre de dénombrer les différents
tirages possibles de p éléments d’un ensemble & n éléments.
1. Joker
11 s’agit de choisir successivement 7 chiffres au hasard parmi les dix chiffres de 0 & 9.
On obtient alors un nombre de sept chiffres, un méme chiffre pouvant étre choisi plusieur
fois.
2. Le quinté
Lors d’une course de 20 chevaux, on s’intéresse & I’arrivée, dans ’ordre, des 5 premiers che-
vaux, en admettant qu’il ne peut y avoir d’ex-aequo et que le joueur n’a aucune connaissance
hippique lui permettant de jouer autrement qu’entiérement au hasard.
3. Le loto
Le jeu du loto consiste & choisir au hasard 6 nombres parmi les 49 premiers entiers naturels,
un méme nombre ne pouvant étre choisi plusieur fois et ’ordre d’apparition des nombres
n’étant pas prise en compte.

I.A.2 Différents tirages dans une urne

De nombreuses expériences aléatoires peuvent s’assimiler & des tirages de boules dans une urne
U et se modélisent par une loi équirépartie comme suit :



— Tirages successifs avec remise
On tire une boule de 'urne U, on note son numéro, puis on la remet dans 'urne. On effectue
de la sorte p tirages (dits successifs avec remise).

( )
Définition 1:
Un résultat possible est une suite ordonnée ou liste de p éléments choisis dans un
ensemble & n éléments.
Le nombre de suites ordonnées ou listes de p éléments choisis dans un ensemble &

| n éléments est n?. )

Cette méthode est a relier au Joker.

— Tirages successifs sans remise
On tire une boule de 'urne U, on note son numéro et on ne la remet pas dans I'urne. On
effectue de la sorte p tirages, avec p < n (dits successifs sans remise).

=

Définition 2:
Un résultat possible est une liste ou suite ordonnée d’éléments tous distincts
d’un ensemble a n éléments.

Le nombre de listes ou de suites ordonnées formées de p numéros distincts pris
dans U est égal an(n—1)...(n —p+1).

Cas particulier : Lorsque p = n, toutes les boules sont tirées une a une, une telle liste
est appelée permutation.

Le nombre de permutations formées des n numéros de U est égal A n(n—1)...2 X 1

N

-

Cette méthode est a relier au Quinté.
— Tirages simultanés

‘ . .

Définition 3:
On tire simultanément p boules de I'urne U (p < n). On obtient ainsi un ensemble de
p numéros pris parmi n, que ’'on appelle combinaison(voir le paragraphe qui suit).

Cette méthode est a relier au Loto.

I.B Définitions

I.B.1 Combinaison

Définition 4:
| Pour n € N, n > 2, le nombre n(n —1)...2 x 1 est noté n! (il se lit factorielle n).
Par convention : 1! =1 et 0! = 1.




Demonstration : Faisons d’abord le raisonnement sur un exemple :

Quel est le nombre de combinaisons de trois et

éléments pris dans un ensemble de 5 éléments 7 (5> _ 5!
On sait que le nombre de listes de trois élé- 3 (5—3)13!
ments distincts d’un ensemble & cing éléments

est égal a W Choisissons une combinai-

son de trois éléments, que lon note {a;b;c}. ()

Combien de listes ordonnées d’éléments dis- (a3e;b)

tincts peut-on constituer avec cette combinai- (ra:0)

son? Il y a, d’aprés le schéma qui se trouve a

droite, 6—3! fois plus de listes que de combinai- fotee) e

sons, d’oul : eia:b)
(c:b;a)

G

Considérons maintenant le cas général : soit un ensemble £ a n éléments.
On choisit une combinaison parmi les ( ) possibles de £.

Pour cette combinaison, on a p! permutations possibles.
Donc nous pouvons en déduire que le nombre de suites ordonnées de p éléments, tous distincts,

n!
de &£, que 'on sait égal a ﬁ est aussi, d’aprés ce qui précéde, égal a
n —p)!

() @

Ce qui permet d’obtenir :

1.B.2 Propriétés des combinaisons



Demonstration :

1. E est un ensemble & n éléments, on note a un élément fixé de E. Pour dénombrer les parties
a p éléments de E, on peut distinguer :
— celles qui ne contiennent pas a : ce sont les parties & p éléments choisis parmi les n — 1
éléments restants; elles sont au nombre de

")

— celles qui contiennent a : il reste & choisir p—1 éléments parmi les n—1 éléments restants ;

on en compte :
n—1
(p - 1)

Orilya (n) parties a p éléments de E, donc
p

o)+ () =6)

2. deuxiéme facon de démontrer la propriété :



p!(n —p)!

I.B.3 Formule du bindome



Solution :

1. D’apres la formule du binéme : (1 +1)" = Z (Z) x1¥ x 1"*  donc 2" = Z (n)

k
k=0 k=0
2. Le nombre de toutes les parties d’'un ensemble a n éléments est la somme du nombre de
parties a4 0 élément, & 1 éléments, & 2 éléments, ..., & n éléments.

n
n
Le nombre total est donc Z ( k)’ c’est & dire 2" d’aprés la question 1.
k=0
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