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I Chapitre 6 : Equations différentielles

I.A Introduction(fiche)
I.A.1 Désintégration des noyaux radioactifs

Nous avons traité cette activité dans le chapitre précédent pour introduire la fonction exponen-
tielle.

Rappel : Les noyaux des atomes d’un corps radioactif se désintégrent selon la loi suivante : si
N(t) est le nombre de noyaux présents a U'instant ¢, pendant la durée At la variation AN (t) du
nombre de noyaux est proportionnelle & At et & N ().

Les physiciens écrivent :

AN(t) = —kN(t)At pour k > 0

En supposant que la fonction N : ¢t — N (t) soit dérivable sur R, expliquez pourquoi on peut
écrire , pour tout t € R :

N'(t) = —kN(t)
On dit alors (voir exercice fiche TD) que la fonction N est solution de I'équation différentielle
y' = —ky
dont les solutions sont les fonctions
fixeR+— Ke k@

ou K est une constante.

Parmi toutes ces solutions, une seule vérifie la condition initiale f(0) = N(0), N(0) étant le
nombre de noyaux radioactifs présents & l'instant initial £ = 0.

Prenons par exemple k = 2, alors les solutions de I’équation 3’ = —2y sont les fonctions

f:xeR+— Ke @

ou K est une constante que ’on peut déterminer lorsque ’on donne la condition initiale f(0) =
1.5 unité, par exemple.

La figure qui suit donne les solutions sous forme de champ de tangentes et le graphe de la solution
qui vérifie la condition initiale.
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I.A.2 Loi de refroidissement de Newton

Un thermomeétre indique la température d'une piece (20°C').On le place sur le bord d’une fe-
nétre a l'extérieur, ou la température est de 4°C.Au bout de trois minutes, il indique 8°C.La
loi de Newton exprime que la température f(t) évolue en fonction du temps ¢ écoulé depuis
le changement de milieu du thermométre (¢ en minutes, f(¢) en degré Celsius) de la maniére
suivante :

il existe une constante k telle que, pour tout ¢ > 0 :

f1e) = k(f(t) = 4)
(On convient que t = 0 lors du changement de milieu.)

1. On pose g(t) = f(t) — 4.
Montrer que g est dérivable sur [0; +oco[ et que, pour tout ¢ > 0 :

g'(t) = kg(t)

2. En déduire que g(t) = g(0)e*
3. Exprimer alors f(t) en fonction de ¢ et calculer la constante k.

4. Etudier et représenter graphiquement la fonction f sur [0; +ool.

I.A.3 Salinité d’une solution acqueuse

Une solution acqueuse dont la salinité est de 0,3kg.L ™! se déverse a la vitesse de 2L.min~! dans
un réservoir contenant initialement 10 litres d’eau pure.

On suppose que le mélange est homogéne & chaque instant.

Le mélange s’écoule du réservoir & la méme vitesse, ainsi sa contenance reste égale a 10 litres.
On note y(t) la masse en kg contenu dans le réservoir au bout de ¢ minutes.

1. Que vaut y(0)?
2. On note h une durée (en minutes) assez petite pour que l'on puisse considérer que la

concentration en sel ne varie pas entre les instants ¢ et t + h (h > 0).
— Expliquer pourquoi, entre les instants t et ¢ 4+ h, il s’écoule du réservoir 2h litres de

t
solution qui contient 2h.1(—0) kg de sel.
— Expliquer pourquoi, entre les instants ¢ et ¢t + h, il se déverse 2h litres de solution qui

contient 0.6h kg de sel.
y(t)

— Montrer que y(t + h) — y(t) = —2h1—0 + 0.6h.

3. En déduire que y est dérivable sur [0; +oo[ et vérifie I’équation différentielle :
y'(t) = —0.2y(t) + 0.6

4. A T’'aide de la méthode d’Euler (revoir les TP correspondants), tracer une ligne polygonale
qui approche la courbe représentative sur 'intervalle [0;15] de la fonction f dérivable sur
[0; +00] vérifiant f(0) = 0 et pour tout réel ¢ > 0,

F(t) = —0.2f(t) + 0.6



I.B Vocabulaire

(A Vocabulaire

On dit que la fonction f est solution de I’équation différentielle £ : 3 = ay +b (a et b
étant deux réels fixés) sur lintervalle I si f est dérivable sur I et si, pour tout réel = € I,
f'(z) =af(z) +0.

Lorsque que I'on ne précise pas 'intervalle I, on prend impicitement I = R.

On tolérera ’expression “y = f(z) est solution de I’équation £”, sachant qu’une solution de

P’équation &£ est une fonction.
. J

I.C Résolution de 1’équation différentielle v’ = ay

Démonstration :

ax

— Il est évident que les fonctions f définies sur R par f(x) = Ke™ sont solutions de 1’équation

E:y =ay.
— Réciproquement, supposons que y soit une solution quelconque de I’équation, on pose alors

—ax

g(x) = e”“"y(x)

On remarque que la fonction z est dérivable sur R et
7 (@) = e "y (2) — ay(z)e™™" = e"*(y'(x) — ay(x)) =0

car y est solution de &.
Autrement dit, la fonction z est constante sur R, donc il existe une constante K telle que

Ve eR, z(z) = K

Ce qui permet d’écrire que
Ve e R, y(z) = Ke®

I.D Résolution de ’équation différentielle v/ = ay + b

Démonstration :

. b . .
— La fonction g : z — —— est solution de & évidemment.

— Soit f une solution quelconque de &, alors on peut écrire :

Vz €R, f'(x)=af(x)+b

Vo € R, ¢(x) =ag(x) +b



donc

autrement dit,

c’est a dire que

donc

Vz R, (f—g)()

=a(f —g)(z)

fest solution de & <= f — g est solution de 3y’ = ay

Yz € R, f(x)

Ve eR, f(x)=

— g(z) = Ke*™, K constante

b

Ke®® — Z
a

Lorsque a = 0, les solutions de £’ sont les fonctions affines x — bz + K

Exemple 1: Les champs de tangentes sont dans les cas a = —0.8 et @ = 0.8 données ci-dessous :

NN N
NN NN N NN
A Tt
SN NN N NN

RN NN NN
N NN N NN N N
N NN N N N NN
NN

T TR T T A T A T T TR T T T T T T T T

—, > —> —>

> —>—>—>

> > > > > _ > > > > > > > > _»_»_»

by v v v v v v v o~

I A
'S

X

/
/
/d
/
/
/

~— NN N N
NN N
NN N
NN NN
NN N
NN N

PPl Pl ol ol

AN

r-- - 7

ly _w» _ v v _» v v _w _»

e e S S B A e

B S T e e N N i T e e S N S

T T T T T T T TR T T T T T T T T

SN N N N NN
NN N N NN
NN NN NN
NN NN

R N
RO NN N NN
kNN NN NN
CONONONON N NN

(oW

‘ Champ

e tangentes de y’ =

/4
/4
/
/
/
/
8
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| Champ de tangentes de y' = 0.8y + 0.5 |

Démonstration : Voir

I.LE Equations se ramenant & y' = ay + b (exercices de sessions antérieures du

bac)

exercice fiche.

Les énoncés ont été obtenus ici :
http://www.apmep.asso.fr/spip.php?rubrique346


http://www.apmep.asso.fr/spip.php?rubrique346

I.E.1 Exercice 1

Partie A
Soit f la fonction définie sur R par
3ei
x) = -
@) = 57
a. Démontrer que f(x) = 5
' 14277

b. Etudier les limites de la fonction f en 400 et en —oo.

¢ . Etudier les variations de la fonction f.

Partie B

1. On a étudié en laboratoire 1’évolution d’une population de petits rongeurs. La taille de
la population, au temps ¢, est notée g(t). On définit ainsi une fonction g de lintervalle
[0 ; 4o00[ dans R. La variable réelle ¢ désigne le temps, exprimé en années. L’unité choisie
pour g(t) est la centaine d’individus. Le modeéle utilisé pour décrire cette évolution consiste
a prendre pour g une solution, sur l'intervalle [0 ; 400, de I’équation différentielle

(B1):y' = %

(a) Reésoudre I'équation différentielle (Eq).

(b) Déterminer 'expression de g(t) lorsque, a la date t = 0, la population comprend 100
rongeurs, c’est- a-dire g(0) = 1.

(c) Apres combien d’années la population dépassera-t-elle 300 rongeurs pour la premiére
fois ?

2. En réalité, dans un secteur observé d’une région donnée, un prédateur empéche une telle
croissance en tuant une certaine quantité de rongeurs. On note u(t) le nombre des rongeurs
vivants au temps ¢ (exprimé en années) dans cette région, et on admet que la fonction wu,
ainsi définie, satisfait aux conditions :

u u 2
RO R 0)

1 15 pour tout nombre réel ¢ positif ou nul,

(E2)
u(0) =

—_

ott u' désigne la fonction dérivée de la fonction u.

(a) On suppose que, pour tout réel positif ¢, on a u(t) > 0. On considére, sur I'intervalle
[0 ; 4+o0], la fonction h définie par h = —. Démontrer que la fonction u satisfait aux
u

conditions (Eq) si et seulement si la fonction h satisfait aux conditions

1 1
(Bs) B (t) = _Zh(t) + 75 pour tout nombre réel ¢ positif ou nul,
h(0) = 1.
o h' désigne la fonction dérivée de la fonction h.
1 1
(b) Donner les solutions de I’équation différentielle ' = —Y + 12 et en déduire ’expres-

sion de la fonction h, puis celle de la fonction wu.

¢) Dans ce modeéle, comment se comporte la taille de la population étudiée lorsque ¢ tend
vers 00 ?



I.E.2 Exercice 2

~—~—
|

Un chariot de masse 200 kg se déplace sur une voie rectiligne et horizontale. Il est soumis a une
force d’entrainement constante F de valeur 50 N. Les forces de frottement sont proportionnelles ?
la vitesse et de sens contraire ; le coefficient de proportionnalité a pour valeur absolue 25 N.m™L.s.
La position du chariot est repérée par la distance z, en métres, du point H ? ’origine O du repére
en fonction du temps ¢, exprimé en secondes. On prendra ¢ dans lintervalle [0 ; 4oc[. Les lois
de Newton conduisent & 1’équation différentielle du mouvement

(E) 252" +200z" = 50, ou
2’ est la dérivée de x par rapport au temps t,
2" est la dérivée seconde de x par rapport au temps t.
1. On note v(t) la vitesse du chariot au temps ¢ ; on rappelle que v(t) = z'(t).

Prouver que x est solution de (E) si et seulement si 2" est solution de I’équation différentielle

(F) o = 1 n 1
vi=—gut
Résoudre I’équation différentielle (F).

2. On suppose que, a l'instant ¢ = 0, on a : 2(0) = 0 et 2/(0) = 0.

(a) Calculer, pour tout nombre réel ¢ positif, 2/ (t).

(b) En déduire que l'on a, pour tout nombre réel ¢ positif, z(t) = 2t — 16 + 16 /5.

3. Calculer V = tliin v(t) . Pour quelles valeurs de ¢ la vitesse du chariot est-elle inférieure
——+00

ou égale? 90 % de sa valeur limite V7

4. Quelle est la distance parcourue par le chariot au bout de 30 secondes ? On exprimera cette
distance en meétres, au décimétre prés.
I.LE.3 Utilisation de la méthode d’Euler et de Scilab pour résoudre vy = ay + b

Le logiciel de calculs numériques Scilab est un outil que 'on a déja utilisé dans d’autres circons-
tances. Je vous propose de compiler ce programme source et d’observer ce qui se passe.



labels=["valeur de a" ;"valeur de b";"valeur de h" ;"valeur de m"|;
par=x_mdialog(’Choisissez les coefficients de yprime=ay+b’,..
labels,[’37;'17;°0.17;’3"]) ;

a=evstr(par(1));

b=evstr(par(2)) ;

h=evstr(par(3));

m—evstr(par(4)) ;

function y=euler(t,z)

n=floor(t/z) ;

x=0 :z :(n-1)*z;

y(1)=1;

for i=2 n;y(i)=y(i-1)+(a*y(i-1)+b)*z ;end

j=(1+(b/a)) Yexp(a*x)-(b/a);

xtitle(" Approximation de la solution de yprime=ay-+b par la methode euler..
avec a="-string(a)+",b="+string(b)+" h="+string(h)) ;
plot2d(x,y),plot2d(x,j,style=>5)

endfunction

euler(m,h)

Que se passe-t-il si I'on change le signe de a?
Etes-vous surpris de ce que I'on obtient graphiquement ?

I.LF Partie hors programme

Ce qui suit ne figure pas au programme de Terminale S et n’est donné qu’a titre de curiosité
pour le moment.

Les éléves qui poursuivront des études scientifiques aborderont peut-étre ce type de problémes
et penseront alors a leur professeur de Terminale :-)

L.F.1 Les requins et les sardines

Vous retrouverez toutes les explications ici :
http://www.ann. jussieu.fr/~postel/scilab/volterra/volterra.html


http://www.ann.jussieu.fr/~postel/scilab/volterra/volterra.html

On crée d’abord un fichier volterra.sci dans lequel on définit le systéme précédent sous la forme
d’une fonction vectorielle f(¢,Y) ou Y représente le vecteur (z,y) (on rappelle que les fichiers
lus par Scilab doivent toujours étre terminés par un retour chariot) :

function Yprim=f(t,Y)
x=Y(1); y=Y(2);
xprim=a*x-b*x*y;
yprim=c*x*y-d*y ;
Yprim=|xprim ;yprim|
endfunction

et que ’on charge par getf("volterra.sci”).

On va d’abord tracer les lignes de champ (ou champ de tangentes) dans le plan de phase, ce qui
permet encore d’avoir une idée des trajectoires sans résoudre le systéme : cela revient & tracer le
vecteur (2'(t),4(t)) en chaque point d’une grille. On utilise ici la fonction fchamp définie expreés
pour cela :

10



a=3; b=1; c=1;d=2;

xmin=0; xmax=6; ymin=0; ymax=6;
xr=xmin :0.5 :xmax; yr=ymin :0.5 :ymax;
xset("font",2,12)
fchamp(f,0,xr,yr)
Xtitle(llll,llxll7llyll)

ou la fonction f est celle définie dans wvolterra.sci. On voit le champ de vecteurs sur la figure .

On peut tracer des trajectoires qui passent par le point cliqué. Cela se fait de la méme maniére
par :

xset("thickness",2)

t0=0; tmax=>5; dt=0.05;

T=t0 :dt :tmax ; while(%t)

[c_1,20,y0]=xclick() ;

if c_i==2 then break end;

if x0>=xmin & x0<=xmax & y0>=ymin & y0<=ymax then
sol=ode([x0;y0],t0,T,f) ;

plot2d(sol(1, :),s0l(2, :),1,"000")

end end

La seule différence est qu’ici il faut donner un vecteur (z0,y0) comme condition initiale et que

le tableau sol en sortie de ode est maintenant une matrice & deux lignes correspondant a x(t)
(nombre de sardines) et y(¢) (nombre de requins).

Les trajectoires tournent autour du point d’équilibre (z = d/c

=2,y =a/b=23)
Evolution des deux populations sous forme de champ de tangentes
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I.F.2 Les loups avec les moutons

Voici le source correspondant :

A=[4,-2:1,1];

function u0=EulerExplicite(fun,u0,t0,t1,n)
// fun est la fonction de 'equation differentielle

// t0 est le temps initial

// u0 est la condition initiale en t0

// t1 le temps final

// n est le nombre de pas de temps

h=(t1-t0)/n

for i=2 :n

u0=u0-+h*fun(t0,u0) ; t0=t0+h;

end

endfunction

Y0=[1;2];

deffCy=fun(t,x)’,)'y=A*x’)

t0=0; nt=10; np=20; t1=1;

temps=linspace(t0,t1,np+1)’;

sol—ones(length(Y0),np+1);

sol( :,1)=Y0;

for i=1 :np

sol( :,i+1)=FEulerExplicite(fun,sol( :,i),temps(i),temps(i+1),nt);

end

xbasc()

xtitle("Evolution des deux populations en utilsant la methode d”Euler’)
legends(['loups’ ;’moutons’],[5,3],ur’)
plot2d(temps,sol(1, :),style=3);
plot2d(temps,sol(2, :),style=5) ;
plot(temps,sol(1, :),’g+’,temps,sol(2, :),'r*’)

Deux fois plus de moutons que de loups au départ

12



Evolution des deux populations en utilsant la methode d’Euler

154

10

~— loups
moutons

Deux fois plus de loups que de moutons au départ

Evolution des deux populations en utilsant la methode d’Euler

loups
moutons

—12
0.0

0.1

0.2

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

1.0

13




	Chapitre 6: Équations différentielles
	Introduction(fiche)
	 Désintégration des noyaux radioactifs
	Loi de refroidissement de Newton
	Salinité d'une solution acqueuse

	Vocabulaire
	Résolution de l'équation différentielle y'=ay
	Résolution de l'équation différentielle y'=ay+b
	Équations se ramenant à y'=ay+b (exercices de sessions antérieures du bac)
	Exercice 1
	Exercice 2
	Utilisation de la méthode d'Euler et de Scilab pour résoudre y'=ay+b

	Partie hors programme
	Les requins et les sardines
	Les loups avec les moutons



