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I Chapitre 3 : ContinuitéI.A A
tivités : voir �
heI.B Langage de la 
ontinuitéI.B.1 Dé�nitionDé�nition 1:
f est une fon
tion dé�nie sur un intervalle I et a un réel de I.� Dire que f est 
ontinue en a signi�e que f admet une limite en a égale à f(a). ( lim

x→a
f(x) = f(a))� Dire que f est 
ontinue sur I signi�e que f est 
ontinue en tout réel de I.Remarque : f est 
ontinue en a si et seulement si : lim

h→0

f(a + h) = f(a).Exemple 1: f est la fon
tion dé�nie sur I =]1;+∞[ par : f(x) =
1

x − 1
.La fon
tion f est 
ontinue en 2 
ar f(2) = 1 et lim

x→2

f(x) = 1.Plus généralement, on verra que la fon
tion f est 
ontinue sur I.Remarque : Graphiquement 
ela signi�e que l'on peut tra
er la 
ourbe représentative de f sur l'intervalle
I sans avoir à lever le 
rayon.I.B.2 Contre-exemple : la fon
tion partie entièreLa fon
tion partie entière, notée E, est dé�nie pourtout x ∈ R par : E(x) est le plus grand entier relatifinférieur ou égal à x. Par 
onséquent, si x désigne unréel et n un entier relatif, E(x) = n si et seulementsi n ≤ x < n + 1.
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Fonction x 7−→ E(x)

0

Exemples :
• E(4) = 4 
ar 4 ≤ 4 < 5
• E(9, 3) = 9 
ar 9 ≤ 9.3 < 10
• E(−2) = −2 
ar −2 ≤ −2 < −1
• E(−4, 3) = −5 
ar −5 ≤ −4, 3 < −4I.B.3 Continuité des fon
tions usuelles� Les fon
tions polyn�mes, sinus et 
osinus, la fon
tion valeur absolue sont 
ontinues sur R. La fon
tionra
ine 
arrée est 
ontinue sur [0;+∞[.� Les fon
tions 
onstruites par opérations ou par 
omposition à partir des pré
édentes sont 
ontinues sur lesintervalles qui forment leur ensemble de dé�nition, 
'est le 
as en parti
ulier des fon
tions rationnelles, etde la fon
tion x 7−→ tan x.



Exemple 2:Soit f la fon
tion dé�nie sur [0;+∞[ par :
{

f(x) = x − 3 si 0 ≤ x < 2

f(x) = −x2 + 8x − 13 si x ≥ 2

� f est une fon
tion a�ne sur l'intervalle [0; 2[, elleest don
 
ontinue sur [0; 2[.� f est une fon
tion polyn�me sur l'intervalle
]2;+∞[, elle est don
 
ontinue sur ]2;+∞[.

2
x

y

+1

+1

y = x − 2

y = −x2 + 8x − 13

Pour démontrer que f est 
ontinue sur [0;+∞[, il su�t alors de prouver qu'elle est 
ontinue en 2, 
'est àdire que :
lim
x→2

x<2

f(x) = lim
x→2

x>2

f(x) = f(2)Or lim
x→2

x<2

f(x) = lim
x→2

x − 3 = −1 et lim
x→2

x>2

f(x) = lim
x→2

−x2 + 8x − 13 = −1.Don
 lim
x→2

x<2

f(x) = lim
x→2

x>2

f(x) = −1 et f est bien 
ontinue sur R.I.C Théorème des valeurs intermédiairesI.C.1 A
tivité(rappel)Voi
i trois 
ourbes représentatives de trois fon
tions fi; i = 1, 2, 3.Dans les trois 
as suivants, déterminer graphiquement le nombre de solutions de l'équation fi(x) = k, suivantles valeurs de k.
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Quelles 
onditions su�santes doit véri�er la fon
tion pour que l'équation fi(x) = k admette une solutionunique dans [0; 4] pour tout k ∈ [f(0); f(4)] ?



I.C.2 Le théorème des valeurs intermédiaires et un 
orollaireThéorème 1Théorème des valeurs intermédiaires : Soit f une fon
tion dé�nie et 
ontinue sur un intervalle I.Soient a et b deux réels appartenant à I.Pour tout réel k 
ompris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel c 
ompris entre a et b tel que
f(c) = k.
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Nombre de solutions de l’équation f(x) = k

Corollaire 1:Si f est une fon
tion 
ontinue et stri
tement 
roissante (resp. stri
tement dé
roissante) surl'intervalle I = [a; b] :1. l'image de I par f est l'intervalle [f(a); f(b)] (resp. [f(b); f(a)]) ;2. pour tout k dans [f(a); f(b)] (resp. [f(b); f(a)]), l'équation f(x) = k, d'in
onnue x, a une solutionet une seule dans I.Démonstration : on ne démontrera 
e 
orollaire que dans le 
as où f est stri
tement 
roissante.1. Puisque f est stri
tement 
roissante sur I, pour tout réel x dans
I, f(a) ≤ f(x) ≤ f(b).Don
 toute image f(x), 
'est à dire tout nombre de f(I), estdans [f(a); f(b)]. Ré
iproquement, si y est dans [f(a); f(b)],
y est l'image par f d'au moins un réel c de I (théorème desvaleurs intermédiaires), don
 y est dans f(I).2. En outre, l'équation f(x) = y ne peut avoir deux solutions 
ar f étant stri
tement 
roissante, deuxnombres distin
ts ont des images distin
tes.
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I.C.3 Utilisation du théorème ou du 
orollaireSoit l'équation g(x) = 2 où g est la fon
tion dont on donne 
i-dessous le tableau de variation.x �7 �1 3 9g(x) 5 �1 10 5� Sur l'intervalle [−7;−1], g est 
ontinue et stri
tement dé
roissante ;
g(−7) = 5 et g(−1) = −1, alors 2 ∈ [g(−1); g(−7)] et par 
onséquent, l'équation g(x) = 2 admet uneunique solution dans [−7;−1].� Sur l'intervalle [−1; 3], g est 
ontinue et stri
tement 
roissante ;
g(−1) = −1 et g(3) = 10, alors 2 ∈ [g(−1); g(3)] et par 
onséquent, l'équation g(x) = 2 admet une uniquesolution dans [−1; 3].� Sur l'intervalle [3; 9], g est 
ontinue et stri
tement dé
roissante ; or 2 < g(9) ;don
 l'équation g(x) = 2 n'admet pas de solution dans l'intervalle [3; 9].Con
lusion : L'équation g(x) = 2 admet deux solutions dans [−7; 9].
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