Calcul de 7 par la méthode d’ARCHIMEDE

La méthode

Le nombre 7 est, on pourrait dire par définition, la circonférence d'un cercle € de diametre 1.

L'idée d’ ARCHIMEDE qui, comme vous et moi, savait comparer et mesurer des longueurs de segments
de droite, ft d’encadrer ce nombre 7 par les périmeétres de polygones inscrits dans %6 ou circonscrits
a ce cercle.

De fagon sous-jacente, on retrouve donc I'idée des suites adjacentes, la multiplication des cotés de ces
polygones permet d’approcher d’aussi pres que I'on veut (en théorie) le nombre 7 par défaut ou par
exces.

Nous noterons S, et T, les périmétres des polygones réguliers a n cotés respectivement inscrits dans
%€ et circonscrits a €, n étant un entier supérieur a 3.

Il est alors facile d’établir : - -
S,=nsin— T,=ntan—
n n
Le calcul de ces nombres est donc, a priori, subordonné a la capacité de calculer le sinus et la tangente
d'un angle.

C’est en remarquant qu’il y a des relations simples entre S, Ty, S2, et 1>, que la méthode permet de
s’affranchir du calcul des sinus et tangentes en se limitant a des multiplications, additions, divisions
et extractions de racines carrées, ce qui nous est plus accessible.

On observe :
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Ainsi, puisque S; = 2v/2 et T; = 4, nous allons pouvoir calculer de proche en proche (par itération
d’une formule) les termes des suites (Syn) ;=2 et (Ton) ;=2.

Limplémentation

Nous allons considérer trois variables : a, b et C. Dans la premieére on stocke le périmetre du polygone
inscrit dans le cercle, dans la seconde le périmetre du polygone circonscrit et enfin dans la troisieme,



la moyenne des deux précédentes. La procédure consiste a itérer les calculs liés au doublement du
nombre des cO6tés en s’appuyant sur les formules ci-dessus.

rdefine archimede (n) {
auto i;
a=2=xsqrt(2); b=4; c=(a+b) / 2
for(i=3; i<=n; i++) {

b= b=xa/ c;
a = sqrt(b = a);
c=(a+b) / 2
}
}
\ J

La valeur de 7 se trouve entre les deux périmetres calculés. La premiere approximation de 7 qui nous
vient a |’esprit est la moyenne arithmétique de ces deux nombres.

Si nous regardons les développements limités de S,, et T, nous constatons :
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Ainsi, il vient :
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La meilleure approximation sous forme de moyenne des deux nombres calculés est donc %(28 n+
T,). C’est celle qui nous débarasse du premier terme variable du développement; c’est une valeur
approchée par exces.

Les calculs

define go(n,s) {
scale = s;
temp = archimede(n);
print "Nombre_de_co6tés_[n]_:\n",2An,"\n";
print "Périmeétre_intérieur_[a]_:\n",a,"\n";
print "Périmetre_extérieur_[b]_:\n",b,"\n";
print "Différence_:\n",b-a,"\n";
print "Moyenne_[(2a+b)/3]_:\n",(2xa+b)/3,"\n";

}

\

Il reste a insérer les deux procédures précédentes dans un méme fichier archimede.bc et a exécu-
ter BC.

La commande suivante : echo "go(200,200)" | bc -g archimede.bc retourne



Nombre de c6tés [n]
1606938044258990275541962092341162602522202993782792835301376
Périmetre intérieur [a]
3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307\
81640628620899862803482534211706798214808651328230664509260033652208\
149732812836330586417895724267807773644579705260322110165278015451
Périmetre extérieur [b]
3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307\
81640628620899862803482534211706798214808651328230665109633315560758\
370051982149777371499443636695195034267172257372742664355923083267
Différence
.0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000\
00000000000000000000000000000000000000000000000000006003732819085502\
20319169313446785081547912427387260622592552112420554190645067816
Moyenne [(2a+b)/3]
3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307\
81640628620899862803482534211706798214808651328230664709384460955058\
223172535940812848111745028410270193852110555964462294895493038056

Apres vérifications, dans ce cas, les approximations données par le périmetre sont exactes jusqu’'a la
118%™¢ décimale. La valeur donnée par la moyenne pondérée est exacte a I’exception des trois der-
nieres décimales. Ce calcul procure donc 194 décimales de 7.



