1 La toupie — un solide rigide qui se tourne

I1 est

Ji 0 0 w1
l = 0 JQ 0 et W= w2
0 0 Js w3
c’est égal a
. My Jiwq w1 Jiwy
M= M) =|Jows | +[ws]| x| Jows
M3 J3ws w3 Jaws

Jiwy + (J3 — J2)waws
= | Jows + (Jl — J3)w3w1
Jswz + (Jo — J1)wiwe

Les équations euleriennes :

Jiwr + (J3 — Jo)wows = My (1)
JQC:JQ + (Jl — J3)w3w1 = M2 (2)
J3ws + (JQ — Jl)wlwg = Ms; (3)

1.1 Angles euleriennes

Le systeéme laboratoir S(xy,yr, 21, contre le systéme eulerien S’(x,y, z) (un systeéme fixe du solide rigide donné
par trois angles) nommées les angles euleriennes. Les deux systémes ont le méme origine O :

1. Rotation autour de I'axe z7, avec 'angle ¢ — le nouvel axe Z on nomme neud k.
2. Rotation autour du neeud k avec I’angle 6.
3. Rotation autour du novel axe 2’ avec I'angle .
Toutes les rotations sont faites en direction positive en sense mathématique (Right-Hand-Rule).
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Dans le repere eulerien on regarde de petites angles :
1. dy autour Zf,

2. d# autour du nceud &



3. dt autour de 2’

La matrice de rotation :

cospcosy —singpcosfsiny —cospsiny +singpcosfcosy  sinpsind
R(p,0,¢) = | sinpcosy 4+ cospcosfsiny —sinpsiny + cosgpcosfcosyy — cospsinb (4)
sin @ sin Y sin 0 cos ¥ cosf

La vitesse angulaire puis se nomme a
Gdt = dpzy, + Aok + dyZ (5)

C’est pourquoi qu’on construit un tel nouveau systeéme pour que & est écritable d’une maniére tres facile. Mais
en insertant les angles euleriennes cela devient un peu complexe, mais en consequence ¢a donne des solutions
dans le repere du solide!!!

k = cos @, — sin peéy
2L

= sin @ sin Y€, — sin b cos ey + cos b€,
Insertion au (5) donne :

Gdt = dpzy + dbk + dy 7
= dy(sin O sin e, — sinb cos e, + cos0€,) + db(cos Yé, — sine,) + dyé,
Sortant, division par dt¢ et notation vectorielle donne :
psinfsiny + écosw
W= | psinfcosty — Osiny
pcosh+ Y

Regardons les components vectorielles

w1 = psinfsiny + 6 cos P
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wo = ¢sinfcosyy — 9sinw
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wg = c,bcos@er}
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1.2 La toupie — sans forces
Cela implément M = 0 et les équations euleriennes (1) — (3) simplifient & :
Jiw + (Jg — Jg)W2w3 =0

Jowso + (Jl — J3)w3w1 =0
J3ws + (JQ — J1)w1w2 =0 (1
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Multiplications (9) - w1, (10) - w2 et (11) - ws et addition ensuite donne :

0 = Jiwiwy + Jawaws + Jzwsws + (J3 — Jo + J1 — J3 + J2 — J1 )wiwaws

=0

d

1
= & |:§(J1w% + ngg + J3w§):|

C’est la conservation de ’énergie.
Multiplications (9) - Jiws, (10) - Jows et (11) - Jaws et addition ensuite donne :

0 = Jiw1Wy + Jawalo + Jiwaws + (J1Js — JiJa + JoJi — Jods + J3Jo — J3J1)wiwaws

=0

d |1 d|1l=
=+ 2+ ngg)] -4 ky]

C’est la conservation du valeur absolu du moment cinétique.



1.2.1 Ajouter un symétrie

Mettons J; = Ja # J3, les les équations euleriennes sans forces (9) — (11) simplifient en plus & :

Jzs —

w1 + 7 w3ws =0 (12)
J3 —J
d)g* 3 ] 1W3w1 :0 (13)
g =0 (14)
(14) donne ws = cste. Nommons ‘]3(,;1‘]%«)3 =, les équations (12) et (13) se réduisent :
w1+ Qwsy =0 (15)
CLJQ - le =0 (16)

Dérivons (16) par rapport au temps et puis y mettre dedans (15) et vice versa, les équation deviennent découplées

w1 —l—Qle =0
(:L.JQ +Q2WQ =0

Ce sont des oscillateurs harmoniques.
Les solutions analytiques sont :

Wo sin(Q + ap)
@ = | &g cos(Qt + ap)
w3

Le vecteur de la vitesse angulaire fait une tour conique autour de I'axe 3. Le radius du cone est wg, et la hauteur
est ws.

L L
w @
Ji=Js > J3 Ji=Jo < J3
Le vecteur & se tourne avec une vitesse angulaire constante ) = ‘]3];1‘]10.)3 autour de l'axe 3 avec une angle avec

la verticale :
wo
By = arctan —
w3

Les parametres wg et o sont données par les conditions initiales.
On appelle ¢a nutation libre.

2 La toupie — avec des forces

Avec un symétrie J; = Jo #£ Js.



Les équations (6) — (8)
w1 = psinfsiny + 6 cos Y
wy = psinfcosy) — Osin
wsg = pcosh + ¥
L’énergie cinétique et

1 1
T= §J1(w% + w?) + §J3w§

1 . 1 .
= §J1(92 + ¢?sin?6) + §J3(<,bcost9 +1))?

Soit R la distance de suspension en O au centre de masse de la toupie on a pour I’énergie potentielle de pesanteur

V =mgRcosf
La fonction lagrangienne est :
1. 1 .
L=T-V= §J1(92 + ¢? sin? 0) + 5]3(3&(:059 + )% —mgRcosf

On peut y voir, que la fonction lagrangienne n’obtient pas les variables ¢ et 1 explicitement, seulement leurs

dérivees ¢ et 1. Ces variables sont cycliques car % =0et % = 0, alors donnent une conservation.

£t lypiee d OL _ d 9L _
On peut alors déduire qTog = 0 et Aoy = 0 alors
oL . .o , :
i Jipsin 0 + J3(pcos @ + 1)) cos§ = cste (17)
2
oL .
— = J3(¢pcosf + 1) = cste 18
90 3(o ¥) (18)
Le moment cinétique dans le repere figure de la toupie :

. L1 lel
L = L2 = J1W2

Ls J3ws

Calculations avec (4) pour la coordonnée z du moment cinétique L dans le repeére laboratoir en angles euleriennes

Lx L1 lel
Ly - E(‘Paeﬂﬁ) L2 - E(‘Paeﬂﬁ) JIWQ
Lz L3 J3w3

et enfin pour la troisieme componente :
L, =sinfsinyJiwy + sin 6 cos Y Jiws + cos 0 J3ws
= Jy sin 6 sin (¢ sin @ sin ey + 0 cos ) + Ji sin 6 cos (¢ sin f cosp — fsin ) + Js cos (¢ cos 6 + 1))
= Jypsin® Osin® ) + Jﬁsin@sind;cosz/; + J1psin? @ cos? 1 — Jﬁsin@cosd;sind; + J3(pcosf + 1/1) cos
= Jipsin? 0 + J3(¢ cosf + 1)) cos b

Alors, L, donne la conservation de la coordonnée z du moment cinétique dans le repere laboratoir et Lz donne
la conservation de la coordonnée z du moment cinétique dans le repere de la figure.

oL .
7% = Jipsin? 0 + J3(¢cosd +1p) cos = L, (19)
oL ) .
— = J3(¢pcosb+ 1) = Ly = Jaws (20)
o
Avec des petits calculations on peut eliminer ¢ et w
L, — Lscosf
s 21
7 Jy sin? 0 (21)

. L3 Ls—L,cos6
b=—--——">F—
J3 Ji sin“ 0

On peut alors déduire :

cos @ (22)



1. La toupie se tourne autour de son axe symétrique avec wsz (¢(t))

2. L’axe symétrique de la toupie se tourne autour de ’axe 3 du systeme fixe avec la vitesse angulaire wp, —
la précession (p(t))

3. L’angle 0(¢) entre ’axe symétrique de la toupie et 'axe 3 du systéme fixe varie périodiquement avec une
vitesse angulaire wnys — la nutation.

Le formalisme lagrangien avec 6 :

L .
2—9 = J1p? sinf cosf — J3(p cos O + )@ sin § + mgRsin 6
I .
8—. = J19
00
d oL .
—— =10
wos

alors
J10 = J1p%sin 6 cos 0 — Js(¢cos O + ) psin + mgRsin
Division par Jj :

mgRt sin 6

0 = ¢?sinfcosb — %(gbcose—i—?b')gbsine-i-
1 1

Prenons (20) : ¢cos6 + v = Ll_g

i Rsin9

; L
0 = ¢?sinf cosf — —3gbsin9+
Ji 1

On peut y remplacer ¢ par 'expression (21) et puis regoit

b= ()





